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Vorwort zur ersten Auflage. 



Mit Ausnahrae der Integration der partiellen Differentialgleichungen 
und der Variationsrechnung enthält das Werk, das ich der Öffentlichkeit 
hiemit fibergebe, eine vollständige Darstellung der Differential- und Integral- 
rechnung , auf wissenschaftlichen Grundlagen aufgebaut und nach dem heu- 
tigen Stande der Wissenschaft durchgeführt. 

Dabei glaube ich in Bezug auf Ausführlichkeit genug gethan zu haben, 
da wohl wenige Sätze, die von wissenschaftlichem Werthe sind, ausgeschlossen 
wurden, wobei natürlich mein Augenmerk vorzugsweise darauf gerichtet war, 
Alles in ein organisches Ganze zu vereinigen, so dass nicht eine Sammlung 
einzelner Sätze und Methoden zum Vorschein käme. — Eben so bin ich 
immer darauf bedacht gewesen, durch Beispiele der verschiedensten Art die 
allgemeinen Sätze zu erläutern; die Beispiele selbst sind entweder rein 
analytische, oder sie sind aus der Geometrie, Mechanik, mathematischen 
Physik und Astronomie gewählt. Namentlich habe ich mehrfach die Wärme- 
probleme aufgeführt, wie denn auch in §. 75 die allgemeinen Differential- 
gleichungen der Wärmebewegung aufgestellt sind. 

Die noch fehlenden Theile, namentlich die Integration der partiellen 
Differentialgleichungen, hoffe ich in nicht ferner Zeit nachfolgen lassen 
zu können. 

Die Druckeinrichtung ist so getroffen worden, dass die allgemeinen 
Lehren mit grösserer Schrift, Aufgaben und Erläuterungen dagegen mit 
kleinerer gedruckt sind. — Die Verlagshandlung hat auch ihrerseits Alles 
gethan, um das Buch äusserlich würdig auszustatten. 



Dlonfer, Differontial- u. Inte$nil-Recbnunj. *. Aufl. 
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Vorwort zur zweiten Auflage. 



Die im Herbste 1857 ausgegebene erste Auflage der Differential- und 
Integralrechnung wurde wesentlich umgearbeitet, so dass die vorliegende 
zweite Auflage , wenigstens ihrer grössern Hälfte und der Anordnung des 
Stoffes nach, als ein neues Buch erklärt werden kann. Ich habe diess für 
meine Vorträge an der hiesigen polytechnischen Schule für nothwendig ge- 
halten, und hoffe auch Denjenigen, welche das Buch zum weitern Studium 
benützen wollen, dadurch einen Dienst erwiesen zu haben. Auf eine Kecht- 
fertigung der getroffenen Anordnung kann ich mich hier nicht einlassen: sie 
muss ohnehin im Buche selbst enthalten seyn. Ich glaube , dass wenn das 
Buch in seiner frühern Gestalt einigen Nutzen zu bringen im Stande war, 
diess in grösserem Maasse bei der neuen der Fall seyn kann. 

Die neue Auflage erscheint in zwei Bänden, da für einen Band das Buch 
wohl zu umfangreich geworden wäre. Die äussere Ausstattung hat durch 
die fortwährende Sorgfalt des Verlegers gewonnen, und es mögen die vielfach 
eingestreuten üeberschriften ebenfalls zur bequemern Benützung und Ueber- 
sichtlichkeit des Buches beitragen. 

Die elf ersten Abschnitte (erstes Buch), wie sie im nachfolgenden 
Inhalts- Verzeichnisse aufgeführt sind, mit Ausschluss der durch ein * be- 
zeichneten §§., bilden im Allgemeinen den Umfang des in der zweiten mathe- 
matischen Klasse der hiesigen polytechnischen Schule zu behandelnden Theils 
der Differential- und Integralrechnung. 
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Erster Abschnitt. 

Einleitung. Sätze ans der niedern Analysia. Gränzwerthe. 



1. 

Anführung der Hauptsfitzo der Potetazenlehre. 

Die elementare Algebra betrachtet eine Reihe analytischer Formen, 
deren Eigenschaften sie genauer untersucht und die Anwendung derselben 
erläutert. Es wird hier, zu Eingang eines Werkes, das die Fortbildung dieser 
Lehren sich zur Aufgabe gestellt, nicht unpassend seyn, die wichtigsten Sätze, 
welche in der Algebra aufgestellt werden , kurz anzuführen. 

I. Unter der Grösse a", wenn n eine positive ganze Zahl ist, versteht 
man ein Produkt von n Faktoren, deren jeder gleich a ist. Ist m ebenfalls 
eine positive ganze Zahl, so ist immer 

a-a m = a»*», ^ = a»— , (a")-=a— . (1) 

wobei jedoch im zweiten Satze n > in gedacht ist. Für n < m wäre 

a« l 



a m a „.-,i ' 



(10 



während für n = m der Werth des Quotienten gleich 1 ist. 

IL Ist wieder n eine positive ganze Zahl, so gilt als Erklärung der 
Grösse a~" die Gleichung 

mittelst der erwiesen wird, dass die Sätze (1) gelten, auch wenn m und n 
positive oder negative ganze Zahlen sind. Dazu gehört dann noch die 
Gleichung 

a» = l, (3) 

die für jedes beliebige a gilt. 

n 

III. Das Zeichen Va, wo n eine positive ganze Zahl ist, bedeutet die 
n u Wurzel von a, und verlangt, man solle eine Zahl suchen, die nmal als 
Faktor gesetzt ein Produkt =a gibt Dabei ist jedoch a im Allge- 
meinen als positive Zahl gedacht, und man wählt auch nur die positiven 
Werthe der Wurzel. Man hat dann: 

l ♦ 
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Logarithmen. 



■ a 

<V>«. V^ = a"; V^a V r b = V^ ^-lA. 

VT> V b 

^a'=?a^, V'vWya. (4) 

IV. Das Zeichen a Xn , in dem n und m positive ganze Zahlen sind, 
wird erklärt durch die Gleichungen: 

m m 

a-" = Va-, a "=-±-. (5) 

Va» 

Hieraus nun wird gezeigt, dass die Sätze (1) gelten, auch wenn m und 
n beliebige gebrochene Zahlen sind, so dass sie für alle möglichen Ex- 
ponenten richtig sind. Dabei ist jedoch in der Regel a als positiv an- 
zusehen. * 

V. Unter dem Zeichen log* verstehen wir den Exponenten zur Zahl 10 
als Grundzahl, so dass als Werth der Potenz a erscheint. Wir setzen 
also, wenn 

log* = a: 10 — a. (6) 

Unter dem Zeichen log a (Gr b) verstehen wir ebenfalls einen Exponenten, 
jedoch für b als Grundzahl, wobei der Werth der Potenz wieder a ist. Also 

wenn log &(Grb) = a, so ist b"= a. (7) 

Welches nun auch die Grundzahl sey, so gelten immer folgende Sätze: 

log(AB) = logA-hlogB, log — — log A — logB, logA D =nlogA, (8) 

wo also nicht bloss die Grundzahl 10 gemeint seyn muss. 

Ist die Grundzahl eine positive Zahl, so kann man die Lo- 
garithmen negativer Zahlen nicht ausdrücken. Denn ist — a eine 
negative Zahl, b die positive Grundzahl, so müsste, wenn für diese Grund- 
zahl wäre 

log( — a) = et, auchb a = — a seyn. 

Ist aber et positiv, so ist es b°auch, kann also nicht = — aseyn; ist oc 
negativ, so ist b" immerhin noch positiv nach II. und III., und man ist wieder 
in derselben Lage. Daraus ergibt sich, dass log( — a) weder positiv, noch 
negativ seyn kann , d. h. nicht angebbar ist. 

Ist die Grundzahl b grösser als 1 (und wir werden keine andern Loga- 
rithmen betrachten), so wird b a wachsen mit positivem wachsendem a; da- 
gegen abnehmen, wenn das negative a anwächst, wie sich aus b — a= ~ s °- 

b 

fort ergibt. Wächst hier a über alle Gränzen hinaus, oder wird unend- 

m i 
* Wäre etwa a=-—l, und — in (5), so würde auf (— l) 1 nicht sofort der vierte 

Satz (4) anzuwenden seyn, also nicht etwa V — 1 . V — 1 = V( — *) (—1) = VI = 1 zu setzen 
seyn. Man vergleiche hierüber §. 4. 



Arithmetische und geometrische Reihen Funktion. 
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lieh (<*>), so nimmt b~ a unbegränzt ab, und wird immer näher an 0 kommen. 
In diesem Sinne ist es zu verstehen, wenn man schreibt: b~" = 0. Es 
kommt diese Gleichung auch darauf hinaus, zu setzen 

logO = — 0(0. (8') 
Dass für a> 1 : %a >0, für a < 1 aber loga < 0, ergibt sich aus (8) un- 
mittelbar. Doch gelten die letztern Sätze nur, wenn die Grundzahl > 1. 

Kennt man den Logarithmus der Zahl a für die Grundzahl b , so kann 
man daraus leicht den Logarithmus derselben Zahl a für die andere Grund- 
zahl c finden. Ist nämlich der erste Logarithmus = a, der zweite x, so inuss 

b a = a, c r =a, 

also b° = c 1 , a — xloge, x=r^- (8') 

logc 

seyn, wo durch log die Logarithmen für die Grundzahl b angedeutet werden. 

Arithmetische und geometrische Reihen. 

VI. Eine Zahlenreihe, in der das folgende Glied immer um dieselbe 
Zahl d grösser ist das vorhergehende, bildet eine arithmetische Reihe. 
Ista ihr erstes Glied, d der (genannte) Unterschied, so ist ihr n Ut Glied gleich 
.1 + (n — l)d. Die Summe der n ersten Glieder, wenn z das n" Glied, sei s, 

8oist (i + z)t> 

s= (o + z)n t z = a -h(n-l)d. (9) 

VII. Ist in der Zahlenreihe das folgende Glied aus dem vorhergehenden 
dadurch gebildet, dass mau das letztere durch die sich immer gleich bleibende 
Zahl q multiplizirte, so heisst diese Reihe eine geometrische, deren Ge- 
stalt also ist 

a, aq, aq', aq*, aq 4 , 

Das n M Glied derselben ist aq"" 1 , und wenn s die Summe der n ersten 
Glieder, z das n M Glied, so hat man 

zq — a 

q 



8 = ! ^=rf' * = aq—. (10) 



§• 2. 
Begriff einer Funktion. 

Jede Grösse , deren Werth abhängt vom Werthe einer andern Grösse, 
nennen wir eine Funktion dieser andern Grösse. So ist also a 2 eine 
Funktion von a, da a* sich ändert mit a, also von dem Werthe von a abhängt. 

Eben so sind V a, logz, 2* Funktionen von a. Hängt die Funktion bloss von 
einer andern Grösse, so heisst sie eine Funktion einer; hängt sie von 
mehreren ab, eine Funktion mehrerer Grössen. So ist die Grösse s in (10) 
eine Funktion der drei Grössen a, q, z; a n ist eine Funktion der zwei Grössen 
a, n u. s. w. 

Da die Grössen, von denen andere abhängen , beliebige Werthe haben, 



(> Trigonometrische Funktionen. 

sich also beliebig ändern können, so heisst man sie willkürlich veränder- 
liche Grössen, oder auch unabhängig Veränderliche, während die 
Funktionen selbst, da sie sich auch mit den erstem Grössen ändern, abhängig 
Veränderliche genannt werden. In log* ist also a die unabhängig Ver- 
änderliche, da a willkürliche Werthe haben kann; log* aber ist die abhängig 
Veränderliche, die sich zwar ändert, aber nur mit a, und nicht beliebig. 

Die in §. I aufgerührten Grössen sind Beispiele für verschiedene Funk- 
tionen. 

Gewöhnlich bezeichnet man die unabhängig Veränderliche, wenn wir bei 

3 

dem Falle einer einzigen stehen bleiben, durch x, so dass also x\ logx % Vx, 
u. s. w. Funktionen von x sind. Doch ist begreiflich diese Bezeichnung eine 
willkürliche, und, wenn passend, wird sie auch geändert werden können. Wir 
werden später nochmals auf das hier Gesagte zurückkommen und weiter 
Nöthiges alsdann zufügen (§. 10, 1). 

§.3. 

Die trigonometrischen Funktionen. 

1. Die elementare Trigonometrie betrachtet vier Funktionen eines 
Winkels x, nämlich «»x, cosx, tgx, cotgx und erweist eine Reihe Eigen- 
schaften derselben. Für jenen Zweig der Elemente ist dabei x immer durch 
Grade, Minuten, Sekunden u. s. w. ausgedrückt. 

Auch die Analysis bedarf dieser Funktionen, nur muss sie fiir die Winkel 
ein anderes Maass aufstellen. Dazu wählt sie den zwischen den 
Seiten des Winkels mit einem Halbmesser 1 beschriebenen Kreis- 
bogen, wobei die Spitze des Winkels Mittelpunkt ist. Wenn wir also 
künftig von einem Winkel x sprechen, so verstehen wir unter x diesen Bogen 
und nicht Grade u. s. w. Berechnet man die Länge des fraglichen Bogens, 
so erhält man immer eine reine Zahl; so etwa für einen Winkel von 60° ist 
jener Bogen, als der sechste Theil des Kreisy mfangs, gleich ^ = | = 1 -047 1 975, 
so dass wir einfach vom Sinus von £ (d. h. 1*047...) sprechen werden, und 
darunter dasselbe verstehen, was die Trigonometrie unter ««60° versteht. 

Für uns ist also in «nx, cosx, tgx, cotgx die (unabhängig veränderliche) 
Grösse x immer eine reine Zahl. Wir können mithin von sin 5 sprechen, 
meinen aber damit natürlich nicht sin5\ sondern den Sinus eines Winkels, 
dessen analytisches Maass = 5 ist, d. h. also, der so beschaffen ist, dass 
ein mit einem Halbmesser = 1 zwischen seinen Seiten beschriebener Kreis- 
bogen die Länge 5 hat. 

Von den hieher gehörigen Formeln wiederholen wir nur die folgenden: 

«*(-- x)~ — «'»x, eot(— x) = coax, tg(—x) = — tgx, cotg{— x) = — cotgx; 
2*m I »x— ] — coax, 2c0« l Jx=l -r cotx, tin2x = 2tinx cosx, 
cos2x = cot*x--sin i x= 1 -2sin*x = 2cos*x — i. 
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Verwandlung beider Maasse. 7 

Verwandlung beider Maasse in einander. 

IL Ist a ein in gewöhnlichem (trigonometrischem) Maasse aasgedrückter 
Winkel, so erhält man das analytische Maasjs x desselben aus der Gleichung 

wenn « in Graden gegeben ist: ggö=£. * = 



« a » Minuten ,, „ Q „. x — 0 _. a, 



a_ x 2« 
.60 2rr' x ~360.60" 



- * " SekMlden " " 36Ö^6Ö = 2^' X = 36Ö^oT6Ö a ' 

Also ist das analytische Maass eines Winkels von 1 72° 25' 1 3" gleich 
620713 = 3-0093, so dass *ml72°25' 13" und «n3'0093 dasselbe bedeuten. 

III. Ist x das analytische Maass eines Winkels, so ergibt sich das trigo- 
nometrische Maass a desselben in Sekunden aus der Gleichung 

x a 360.60.60 , 360.60.60 (011J0M 

2lr = 360T6Ö:60' K== 2* " *' log— 2 ^ = 5 3144251. 

Den Logarithmentafeln ist gewöhnlich eine Tafel angehängt, welche die 
Verwandlung der beiderseitigen Maasse in einander erleichtert. * 

Als ein Zahlenbeispiel mag die Berechnung yoii sin 2'75 hier angeführt werden. 
Ist a das trigonometrische Maass, so ist 

a = ? 60 _^°_: 60 2-75 Sekunden^ 157°33'48 2". 

Dann logain 157°33'482 = 9*5816779— 10, wozu als Zahl gehört 0*3816611, 
so dass endlich *w2'75 = 0 38 16611. 



Oouiometrische Funktionen. 

IV. Kennt man von einer Zahl x den Sinus , oder den Cosinus u. s. w., 
und wird diese Zahl selbst gesucht, so nennt man dieselbe arcus (Bogen) und 
die Bezeichnung soll so gewählt werden, dass wenn 



3 ff 

Also ist £ das analytische Maass Ton 90°, rt von 180°, -5- tod 270°, 2 ff von 360°, so 

: 

«n| = + 1, «m* = 0, #»»-=-1, «n2ir = 0; 
«„(_|) = -l,,m(- 1 r)^0, «n(-~)=-Hl,«n(-2*) = 0; 
in (m * + x) = (— 1 ) m * in x , «« (2 m 1t -+■ x) = sin x . 



co*-— 0, co«ir=— 1, eos~-~0, co*2rt = + }; 

co# (_|)=0, «o,(-rr; = -l, co,(-y)=0. cot <- 2 «) = 1 ; 
cot (m* -+- x) = (— 1)'" cot x , cot (2mir-t-x)- co» x. 
#| = <X>, #« = 0, ^-|* = -G©, #2* = 0; to(iait + x) = tffX. 
co<o| = 0, cot 9 «=-X>, cot 9 ^« = 0, cot<,2*=<X>; cotff(mit+x) = eot<>x. 



2 

Hierin ist m eine ganze Zabl 
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8 Die umgekehrten trigonometrische!) Fuuktioueti. 

sin x~ a:x = arc («n = o) , 
cos x = a:x = arc (cot = a) , 
tgx = a:x = arc (tg = a) , 
cotg x=a :x — arc (cotg = o) 

was gelesen wird: „arcos, dessen Sinus gleich a u u. s. w. und wo also arc 
(tg = a) denjenigen Bogen zum Halbmesser 1 (d. h. diejenige Zahl) bezeichnet, 
dessen Tangente gleich a ist. 

Da es nun bekanntlich unendlich viele Winkel gibt , deren Sinus = a 
(vergl. etwa des Verfassers Handbuch der Trigonometrie, I. Abth. §. 19), so 
wäre das Zeichen arc (sin — a) und eben' so die andern in (11) vieldeutig, 
wenn wir nicht Einschränkungen setzen. Diese bes'teheu nun in folgenden E r- 
klärungen: 

1 ) Das Zeichen arc (sin — a) soll eine zwischen — | u n d + * liegende 
Zahl bedeuten, deren Sinus den Werth a hat. Diese Zahl ist zwischen 0 und 
-h wenn a positiv; dagegen zwischen 0 und — wenn a negativ ist. 
a selbst muss zwischen — 1 und -h 1 liegen. Aus I. folgt, dass 

arc (sin = — a) = — arc (sin — a) , 

da Bögen, die gleich aber von verschiedenen Zeichen sind, Sinus besitzen, 
die sich eben so verhalten. 

2) Das Zeichen arc (cos = «) bedeutet eine zwischen 0 und rc liegende 

ff 

Zahl, deren Cosinus den Werth a hat. Sie liegt zwischen 0 und ^, wenn a > 0; 
zwischen — und n y wenn a < 0. 

3) Das Zeichen arc (tg — a) bedeutet eine zwischen — £ und -f- ~ 
liegende Zahl, deren Tangente den Werth « hat. Sie liegt zwischen 0 

ff ff 

und ig , wenn a >■ 0; zwischen 0 und — wenn a < 0. « selbst liegt 
zwischen — oo und -ho©. Wie in 1) ist 

arc (tg — — o) = — arc (tg = o). 

4) Das Zeichen arc (cotg = a) bedeutet eine zwischen 0 und n liegende 
Zahl, deren Cotangente den Werth a hat. Sie liegt zwischen 0 und^, 
wenn a>0; zwischen ^ und n, wenn a < 0. 

V. Es lässt sich nun leicht zeigen, dass (unter diesen Einschränkungen) 
immer : 

arc (cos = a) — ~ — arc(tin = a)\ arc(cotg~a) = £ — arc (tg — a). (12) 

Um die erste dieser. Gleichungen zu erweisen , wollen wir die beiden 
möglichen Fälle untersuchen. 

1) Sey « > 0, also arc (cos = a) < |, arc (sin = a) < |, während diese 
beiden Grössen positiv sind. Ist nun 

arc (sin = a)=ß, arc (cos = a) = y, d. h. « = ««/?, a = cosy. 
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Imaginäre Zahlen. 



so ist auch sinß = cosy t so dass ß und y zwei positive Winkel sind, beide 
kleiner als ~ (d. h. 90°), so beschaffen, dass der Sinus des einen dem Cosinus 
des andern gleich ist. Dazu gehört aber bekanntlich, dass ß-hy = -, d. h. 

are (sin = a) + are (cos = o) = — , 

was die erste Gleichung (12) liefert. 

2) Sey a < 0, also arc (cos = a) > |, arc (sin = a)< 0. Setzen wir 

a = — «', so ist a' >► 0, und arc (cos = a)= arc (cos = — er'), arc (sin = a) 
= arc (sin = — a'). Bekanntlich aber ist cos(n-~ x)~ — cosx, woraus 
offenbar folgt, dass arc (cos ——a') — n — arc (cos = a'), eine Gleichung, 
deren Richtigkeit sofort erkannt wird , wenn man sie nur in Worte fasst. 
Eben so ist arc (sin =—<*') = — arc (sin = a'), so dass 

are (eos = et) + are (sin = a) = are (cos = — a') 4- are (sin = — a') = rt — are (cos = a' ) 
— are (sin = «♦) = * — [are (cos — o') -f- are (sin = a')]. 

'ff 

Da aber a' > 0, so ist nach 1) arc (<?o* = a 4 ) -h arcsin(= a') = ^ , so dass 

endlich * * 

arc (*m = a) -+- are (eos = o) = n — — = — , 

wie vorhin. 

Die zweite Gleichung (12) wird ganz eben so bewiesen. Desshalb sind 
die Zeichen arc (cos — a) , arc (cotg = et) überflössig und wir werden davon 
später auch nur höchst selten Gebrauch inachen. Weitere Sätze in Bezug 
auf die hier erörterten Grössen werden wir da erweisen , wo wir etwa von 
ihnen Gebrauch machen. (Vergl. §. 32, IV.) 

§•4. 

Imaginäre Zahlen. Potenzen von eos x-h i sinx. 

I. Die Quadratwurzel aus einer positiven Zahl kann positiv oder negativ 
genommen werden; will man aber die Quadratwurzel aus einer negativen 
Zahl ausziehen , so is t dies elbe in positiven oder negativen Zahlen nicht an- 
gebbar. So kann V — 4 weder -4-2, noch —2 seyn, da (-b 2)* = -h 4, 
( — 2) a = H- 4 ,und nicht — 4 ist. Immerhin aber lässt sich die Grösse 
Y — 4 erkl ären als eine Zahl, deren Quadrat —4 ist. Solche Zahlen, 
wie "\f — 4 nennen wir imaginäre Zahlen, und verstehen darunter zunächst 
also nur die Quadratwurzeln aus negativen Zahlen. 

Hiernach ist also (V^— a) l =— a. Da aber auch (\A— 1)'= — 1, 
(Va V — l)* = a(— 1) =: — a, so kann man setzen 

^-a = Va 

Da Y&, als die Quadratwurzel aus einer positiven Zahl, immer ahgebbar 
ist, so erscheint also y — a als das Produkt der angebbaren Zahl y& in die 
imaginäre Zahl V — 1. Diese letztere bezeichnen wir künftig immer 
durch i und setzen also: 

V-a = iVa. (13) 



- 



1 0 Trigonometrische Form imaginärer Zahlen. 

Aus der Erklärung für i folgt sofort : 

i»= — 1, i* = -M, i 5 =i, i* = -ln. s. w. 

Positive and negative Zahlen heissen nnn, im Gegensatze zu den imagi- 
nären, reelle Zahlen. Sind a und b reelle Zahlen (also positiv oder negativ, 
aber angebbar), so heisst endlich a + bi ein gemischt imaginärer Ausdruck, 
oder eine gemischt imaginäre Zahl. Für a = 0 ist sie rein imaginär, für 
b = 0 aber reell. Demnach ist a + bi die allgemeineFormder reellen 
und imaginären Zahlen. 

II. Sind a, b, A, B reelle Zahlen, und es ist 

a-r-bi = A-l-Bi, (14) 

so ist nothvrendig 

a = A, b = B. (14') 

Dieser Satz, von dem man häufig Gebrauch macht, lässt sich in folgender 
Weise erkennen. Aus (14) folgt 

a-A = (B-b)i, 

so dass, wenn man beiderseitig die Quadrate nimmt, und beachtet, 

dass i*= — 1 : , 

(a-A)' = -(B-b)*, (a-A)'-r-(B-b) l =0. 

a — A, B — b sind aber reelle Zahlen, ihre Quadrate folglich positiv; soll nun 
die Summe dieser positiven Zahlen Null seyn, so ist diess nur möglich, wenn 
beide Null sind. Demnach ist 

(a-A)» = 0, (B-b)' = 0, d. h.a-A=-0, B-b=0, 
was die (14') sind. — Uebrigens würde sich aus (14) ergeben i — 
wenn die (14') nicht stattfänden, was nicht zulässig ist, da die imaginäre 
Zahl i der reellen B _ b nicht gleich seyn kann. 

Trigonometrische Form. 

III. Setzt man, wenn a und b reell sind: 

a = r co$a, b = rm»a, (15) 

so erhält man , durch Quadrirung und Addition : 

a*-r-b s = r', coia— — , »ina=~ . 

r r 

L 

Wählt man r bloss positiv, so folgt also aus (15): 

r = V r a*-f-b*, co*a = y. tina — j, (15') 

wodurch r und a genau bestimmt sind. Alsdann ist 

a *- bi = T (cot a-hi$ina), (16) 

welche Form wir die trigonometrische nennen wollen. Aus (16) folgt 

(a-r-bi) n =r" (Cosa + ima) n , 

weiche Grösse bekannt ist, wenn man (cosa-hi «'««)" kennt 
Durch unmittelbare Multiplikation ergibt sich.: 
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(cos a -hitin a) u . Der binomische Satz. 
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(cot «, 4- i «in ar, ) (cot o, -f. i »in o,) = cot «, cot ff, -t- i «in a, cos et, 4- i eos «, sin a, — «in a t tin a, 

= co« ff, cot o, — «in a, «in a, -f-i («in «, cot o, 4-co« a, «in a, ), 

d. Ii. nach einem elementaren Satze: 

(cot «, 4- i «in et, ) (<ro« a, 4- i tin a, ) = co* (et, 4- ff , ) 4- i «in («, 4- a, ). (16) 

Daraus ergibt sich sofort 

(cota t 4-i««»ff 1 ) (eot^-hitina^ (co*« 3 4- i*roff,)== [co*(cr t 4-ö,)4-i*w»(ff 1 4- a,)] X 
(co«« 3 H-i«in«,)=co«(« l 4-«|4-ff,)4-i«in(a 1 4-«,4-« 3 ), 

und allgemein: 

(co«o, 4-i««»«,) (cota t -M«nff t ) (co*o n 4- i «tna „) = co#(ff, 4-a, 4- . . 4- ff «) 

4-i*w(<r l 4-ff,4-..4-ff„). (17 

Setzt man hier a t — a 2 = ... = «, = a, so wird die erste Seite zu 
(co*a 4- i«'no)', so dass 

(cota 4-i«tn«) n = eo«na + i«mna. * (18) 

Dieser Satz ist jedoch nur für ein positives ganzes n erwiesen. 

» 

Der binomische Satz. 

I. Man findet durch unmittelbare Multiplikation leicht, dass folgende 
Gleichungen richtig sind: 

(l4-*)'--l4-yZ4-~ 

, _ 3 3.2 , 3.2.1 , 
(1 + ^ =lH _ Ta+ _ ä ,. + _,. 

/, . , 4 , 4 3 • , 4 - 3 - 2 a , 4 -3.2.1 , 

(l4-^^l4- T z4- 1 ^z-4- 1 ^.'4- i — 

In diesen Formeln ist auf der zweiten Seite ein Gesetz bereits so klar 
ausgesprochen, dass wir vermuthen, es werde auch 

. 5 5.4 , 5.4.3 . 5 4.3.2 . 5.4.3.2.1 . 

0+ ^ ,+ T ,+ iT + m ,+ mT4 ,+ iT8^ 
seyn. Um diess zu beweisen, wollen wir den Werth von (1 4-z)* mit 1+z 
multipliziren, wodurch wir jedenfalls (1 4-z) 6 erhalten müssen. Diese Multi- 
plikation gibt: 

, 4 4.3 ,4.3.2 ,4.3.2.1 

4 , 4.3 3 4.3.2 , 4.3.2.1 . 

Nun ist 

4 -4 1_ £ 4JJ -1 _4.3 4.2_4(34-2)_4.5 5.4 
1 + " 1 + 1~1 5 1.2 + 1 ~i.2^~\.2~ 1.2 ~"lT2 1.2 ; 



* Dieser Satz folgt auch sofort aus (16). Für <*, =o, — a ist nämlich (cos« -\-\tina) 1 
= cot 2 a 4- i «n 2 «. Also (cot a 4- i tin a ) J — (co* a 4- i *m n ) 1 (co« <x-M«tn a) — (cot 2 « 4- i tin 2 «) 
(co*o4-i*ina). Setzt man nun in (16) tt,=2a, «,=o, so ist (cos 2 «4- i tin 2a) (cota 4- i«i'no) 
= co«3ff 4-i*in3ff, so dass (co*ff 4-i«ina) J = co*3«4-i«m3ff. Wie man hier weitergehen 
i, ist klar. 
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liinomkilkoeftizienten. 



4.3.2 4.3 4.3.2 4.3.3_ 4.3(2-t-3) _ 4.3.5 _5.4.3 

1.2.3 1.2~ 1.2.3 1.2.3 - 1.2.3 ~~ 1 .2.3 1 .2.3 ? 

4.3.2.1 4.3.2 _ 4.3.2.l 4.3.2.4 4.3.2(1 -t- 4)_4.3.2.5_ 5.4.3.2 
l72~.3.4~ + ~l.2.3~1.2.3.4~ h 1.2.3.4" 1.2.3.4 ~~ 1 .2.3.4 ~ 1 .2.3.4 ? 
4.3. 2. 1 _4. 3. 2. 1.6 _6. 4. 3. 2.1 
1. 2. 3. 4 - 1.2.3.4.5" 1.2. 3. 4. 5' 
so dass wirklich der obige Werth von (1 -hz) 5 erscheint. 

Bildet man durch Multiplikation mit 1+z daraus (l+z) c , so ergibt 
sieb ganz eben so : 

, 6 6.5 t 6.5.4 . 6.5.4.3 . 6.5.4.3.2 . 6.5.4.3.2.1 „ 

{1+I ^ 1+ T I+ r2 I+ iX3 l+ ri3i I+ r2r3Xö I+ Tii4:^^ 

Ist man dabei auf die Bildungsweise aufmerksam, so ergibt sich sofort, 
dass allgemein: 

welcher Satz hiemit tür ein positives ganzes n erwiesen ist, und wobei die 
Abkürzungen aus dem Vorhergehenden verständlich sind. * 

II. Die Zahlen 

n n(n-l) n(n — Q...1 

U T* ~T.2~~* 1.2. .~* {M) 
welche in (19) erscheinen, heissen die Binomialkoeffizienten für die 
Potenz n. Sie besitzen die Eigenschaft, dass die Reihe (20) rückwärts und 
vorwärts gelesen genau dieselbe ist. 

So ist ersichtlich n( °~ 1) "" 1 = 1 , da Zcähler und Kenner genau die- 

selben Faktoren haben; also sind die erste und letzte der Zahlen (20) gleich. 
Die benachbarten sind 

n n(n— 1) 2 

T 1.2....(n~~ij" 



* Will man einen Beweis nach den Regeln, so verfahrt man in folgender Weise. An- 
genommen, es sey der Satz (19) erwiesen für n = 2, 3, 4, .... r, so dass also 

Multiplizirt man beiderseitig mit 1 +z, so wird die erste Seite zu (1 -h z) ' + ' , wahrend die 
zweite, wenn man in der frühern Weise ordnet, wegen 

r r+1 r(r-l) , r _ (r + l)r r(r-l)(r-2) r(r- 1) _ (r-H)r(r-l) 
T + 1 ~~l~' "T2" + T~"T2~' ~ 172.3 12 ~ 1.2.3 US V - 

, _ , r-H 1 , (r-J-l)r . (r-f-l)r...l . . . , , 

glbt j + __ z+ -j-^i'-r- + i . 2 ...(r+l) Z + ' S ° ^ a,S ° aUCh 

{ l+ z) t -1 + i z + 12 z -h + 1.2..(M-1)* ' 

Da diese Gleichung aus (19) folgt, wenn man för n setzt r+1, so ist hiernach die 
Gleichung (19) auch als richtig befanden für n — rH- 1 , wenn sie nur für n = r richtig war. 
Für n = 3 kann man sie aber durch unmittelbare Multiplikation als richtig erkennen; somit 
ist sie noth wendig auch richtig für n = 4. — Da sie also für n = 4 richtig ist , so ist sie es. 
nach derselben Schlussweise, auch für n = 5, u. s. w., für alle ganzen positiven n. 
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Werth von eosna, sinna. 13 

Der Zähler des letzten Bruches enthält alle ganzen Zahlen von 2 bis n, 
der Nenner die ganzen Zahlen von 1 bis n — 1 ; lässt man also die Faktoren 

2, 3, . . . , n — 1 , welche im Zähler und Nenner vorkommen, weg, so bleibt ° , 

d. h. die zweite Zahl in (20). Eben so ist. 

n(n— 1) n(n— 1)...3 n(n— l)(n-2) _ n( n— 1)...4 

1.2 1.2...(n-2)* 1.2.3 ~" 1 .2. . . <n-3) "* '* W 

III. Setzt man in (19) r — — , so erhält man 

M-*- B \--l + » B n(n-l)B^ n(n-l)...l B" 

(1_h A > - 1 " f "lA H ~"T72 A i + -- + 1.2. ..„ Ä^"- 

Multiplizirt man diese Gleichung beiderseitig mit A" und beachtet, dass 
A" ( 1 + \y = [A (1 4- = (A4- B) a , so ergibt sich 

(A + B)» = Ä» + ~ A— B-H^~ I } A-«B»4- + E£=1LiI B » . (21) 

1 I • J» I.A.. .11 

Formeln für eosna, sin n a. 

I V. Wir wollen in (2 1 ) setzen A = cosa, B = i sin a, so ist B * = — «n 2 a, 
B J = — i*m a a, B* = «n 4 a, u. s. w., so dass 

(eosa -+- i m»«)» = cos n a -f- i ^ co*»"' a ,ma - O*»" 2 « «in'a - i "^" 1 ^""^ X 

1 1.2 1.2.3 



cos n ~*asin*a- 



d. h. wenn man den Satz (18) in §.4 beachtet: 

. . „ n(n — 1) , . . n(n-l)(n-2)(n-3) „ . . 

cotna-+-ismna = cos" a — — ' eos n " 2 a stn 1 o H ■ - -■ ' cos"-* a stn* a— . . . 

1 .& 1 . Z . o . 4 

Tn . . n(n-l)(n-2) . , 1 
lT Co * a,ma — 123 eot n ^attn*a-j- I, 

worin die einzelnen Reihen nach dem in den ersten Gliedern ausgesprochenen 
Gesetze* fortgeführt werden, bis sie von selbst abbrechen, was immer ge- 
schehen wird, da die Faktoren abnehmen, also Null erreichen müssen. 
Gemäss dem Satze (14) des §.4 folgt hieraus sofort: 

n(n-1) . 3 , n(n-l)(n-2)(n-3) . . , 

eosna = cos n a — — cos o stn 1 a + - r~o "q ~7~ — ~~ eo * ° nn a ~~ 

i.^.ö. i , (22) 



n . . n(n— 1) (n — 2) „ . , 

«bdo = t cot°~ l asma — — cos n ~* a stn* a -+- 

1 1.^.3 

Für n = 2, 3, 4 ergibt sich hieraus: 

cot 2 a—cos* et — «Vi * a, cos 3a=cos*a — 3 cos a sin'a, cos 4 et = cos* a — 6 tos * a sin * a -+- «n* «, 
tin 2 a—2 cot asina, sin 3 o=3 cos* a sin a— sin* a, sin4a = 4cos*asina — 4eosa sin * a. 

§•6. 

Grftnzwerthe. 

I. Wir wollen in dem Bruche die (positive oder negative) Zahl a 
als veränderlich betrachten und ihr Werthe beilegen, die nahe an Null liegen; 



* Die Reihen schreiten mit wechselnden Zeichen fort, nnd ist immer ein Glied der bi- 
nomischen Formel (21) übersprangen. 
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■ 

alsdann ist der Werth des Bruches nahe an nnd man kann « immer nahe 

genug au Null nehmen, damit der Bruch g~ von ^ um weniger als die be- 
liebig klein gewählte Grösse ß verschieden sey. 

Ist nämlich a>0, so ist^-^— < ^; soll aber der Unterschied kleiner 
als die (positive) kleine Zahl ß seyn, so muss 

seyn. Wählt man (das positive) a nun so, dass y </?, so ist gewisss auch 

* < ß, und es genügt somit, a < Aß zu nehmen. Ist « < 0, so setze 

Ii 

man a= — a' und hat a'>0; alsdann ist gip^ — 2^ > * kleine a 0» 
und es wird also , damit die Differenz unter dem (positiven) kleinen ß liege, 
seyn müssen: 

«'+2«v<4/?, «'(i+2 i k^, a '<rr^- 

4# 1 1 

Sobald also a' < , ^V> - ist t-— vou „ um weniger als ß verschieden. 

Lässt man hiernach in dem Bruche die (positive oder negative) 
Zahl a gegen Null hin gehen, d. h. der Null sich nähern, so geht der 
Bruch gegen ^, d. h. nähert sich ^. 

Die Grösse \ nun, der r-J— so nahe kommen kann, als man will, wenn 
a abnimmt (d. h. gegen Null geht), nennen wir die Gränze oder den 
Gränzwerth von mit abnehmendem (d. h. gegen Null gehendem) a, 
und bezeichnen dieselbe durch Vorsetzen des Zeichens „ör w , so dass 

Eben so ist, wenn a in derselben Lage sich befindet: 

Or - — ,- — r-. — \ , Qri a ~\ , Gr log *~*~ g ;=0, n. s. w. 

Um etwa den letzten dieser Sätze förmlich zu erweisen , hätte man nur zu zeigen, 
dass log venn a sich Null nähert, der Grösse log 1 (= 0) sich nähert. Da- 

mit aber 

W i±f_^ ]<<?t masshff ^ <ßt i±_« <M /, a + x<x .io i, ,«<i[lO / '-l] 
seyn, wo wir a positiv gedacht haben, u. s. w. * 

* Es bedarf jedoch dieser weitläufigen Untersuchung nicht. Weiss man, dass wenn a 
nahe an Null ist, für kleine Aenderungen von o auch log —~— 8 >cn nur wenig Ändert, so erbalt 



Unendliche geometrische Reibe. 1 5 

Es kann sich auch ereignen , dass die sich ändernde Grösse mehr und 
mehr anwächst, oder, wie man alsdann sagt, unendlich gross wird. Auch in 
diesem Sinne lässt sich von einer Gränze sprechen, und man sollte allerdings 
ein etwas verändertes Zeichen brauchen. Da wir in der Regel nicht in diese 
Lage kommen werden, so wollen wir davon absehen und nur besonders daran 
erinnern , wenn der Fall eintritt. Für unendlich wachsende (positive oder 
negative) a wäre also 

_ 1 . - « + x , _ 3a-+-5x 3 

Wir haben die Grösse a gegen 0 oder gegen o© gehen lassen. Diess ist 
jedoch begreiflicher Weise nicht unerlässlich, indem wir überhaupt unter dein 
Gränzwerth einer von a abhängigen Grösse A den Werth ver- 
stehen, dem dieselbe sich nähert, wenn et einer bestimmten Zahl a 
sich nähert. Diese Zahl ist freilich meistens 0, wenigstens werden wir iu 
unsern Anwendungen diesen Fall als den gewöhnlichen vor uns haben. 

Aus dem Vorstehenden ergibt sich sofort die Bedingung, unter der man 
von dem Gränzwerthe einer Grösse sprechen kann. Sie heisst: 

Ist A abhängig von der Zahl et, und man kann eine Zahl B angeben, 
von der A beliebig wenig verschieden ist, wenn er. wenig von a verschieden 
ist, so heisst B der Gränzwerth, dem A sich nähert , wenn et gegen a geht 
(wobei et immer grösser als a, oder immer kleiner seyn kann). Für a = 0 
wird man also sagen: * 

B ist der Gränzwerth von A, wenn die Differenz B — A für kleine (po- 
sitive oder negative) a beliebig klein werden kann (kleiner werden kann, als 
eine noch so kleine Zahl). So ist 0 der Gränzwerth von eina (bei abneh- 
mendem et), da sich geometrisch sofort ergibt, dass sina für kleine (positive 
oder negative) et der Null beliebig nahe gebracht werden kann. Eben so ist 
] der Gränzwerth von cos et. * 

Summe der unendlichen geometrischen Reihe. 

r 

IL Man hat (§.1) 

a-+-aq-+-aq' + -r-aq"-' = &q ^~ a = ^ . (23) 



x-f-a x + o 

Qr log ans log , wenn man kurzweg a = 0 setzt. Denn für Werthe von a, 

x a x-f-a 
die sehr wenig von Kall verschieden sind, ist log sehr wenig von dem Werthe von 

x-HO x 
log— -, d. h. von log 1=0 verschieden, und kann also der Unterschied beliebig klein 

werden. Jene Kenntniss werden wir aber im Folgenden erlangen. 

« Wollte man eben so sagen, QC sey der Gränzwerth von — , so hat diess desshalb keinen 

et 

Sidu, weil 3J0 keine bestimmte Zahl ist, was begreiflicher Weise bei den oben als Gränz> 
werthen bezeichneten Grössen der Fall seyn mnss. — Desshalb ist auch eine Division mit 0 
nie gestattet. — Wir machen hier darauf aufmerksam , weil mit dem Zeichen QOt d. b. der 
Division mit 0 , zuweilen Unfug getrieben wird. 
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1 6 Unendliche geometrische Reihe. 

Lassen wir hier die (ganze) Zahl n grösser werden, so vermehrt sich mit 
ihr die Anzahl der Glieder der geometrischen Reihe, and deren Summe, die 
mit von n abhängt, ändert sich natürlich ebenfalls. Denken wir uns nun, 
n wachse nnbegränzt (werde unendlich gross, wie man sich auszudrücken 
pflegt), so verwandelt sich die Reihe in eine unendliche; geht die Grösse 

— alsdann gegen einen bestimmten, endlichen Werth hin, d. h. nähert 

sie sich mit unbegräozt wachsendem n einer Gränze, so nennen wir diesen 
Werth die Summe der unendlichen geometrischen Reihe. Dieser 
Grösse nähert man sich also desto mehr, je mehr Glieder der Reihe — von 
Anfang her — man zusammen nimmt. Um diese etwa bestehende Gränze 
zu finden, müssen wir aber zwei Fälle unterscheiden. 

1) q > 1. In diesem Falle wird q" wachsen mit wachsendem n, so dass 
die Summe immer grösser wird, je grösser n ist. Es kann also jetzt von 
keiner endlichen Gränze die Rede seyn, vielmehr wäre — wenn man von 
einer Summe sprechen wollte — dieselbe als qc zu bezeichnen. * 

2) q < 1 aber positiv. Jetzt wird q n abnehmen mit wachsendem n, 
nnd man kann n immer gross genug nehmen, damit q" von Null so wenig ver- 
schieden sey, als man wolle. ** Daraus folgt , dass der Gränzwerth von q" 

(mit wachsendem n) Null ist und mithin der von &( ^ ^ gleich = 
Demnach ist 

. + M + M . + M . + = i^.,<l (24, 



* Es ist leicht zu zeigen, da« die Summe grösser werden kann, als die beliebig grosse 
Zahl A . Denn damit - ( £f=^ > A , muss a (q™ - 1) >(q - 1) A , q» > 1 + ~ (q - 1), 

nlogt^^>log\\-\ — (q — 1)J, n> ; seyn, was hnmer thunlich ist, da n 

a Zoyq 

beliebig gross werden kann, a denken wir uns dabei positiv, A natürlich auch, so das« q so- 
wohl als 1 -f- — (q — 1) positiv und grosser als 1 , ihre Logarithmen also positiv sind. 



** Soll q» < o seyn, wo o beliebig klein (und positiv), so muss q natürlich ein (positiver) 

Bruch, d. h. <1 seyn. Sey also q= — , so ist p>l, und zugleich a = — , so ist ß 

P P 

sehr gross, wenn a sehr klein seyn soll. Da q» = — , so muss also — <— seyn , wozu ge- 
hört, dass p» > ß sey. Daraus folgt ulog\>>logß. n > Wählt man also n derart, 

•offV 

a a (q n — 1) 



so ist q- < a. Es lasst sich aber auch sofort zeigen, dass die Differenz — — 

i— q q— 1 

a a (1 — q n ) a 

<*• h. - — - — beliebig klein werden kann. Denn dieselbe ist q" und da q" 

1 — q 1 — q 1 — q 

so klein werden kann, als man will, so ist auch y-^ q- nothwendig in derselben Lage. 
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Inhalt der dreiseitigen Pyramide. 1 7 

wo durch die Punkte, denen keiu letztes Glied folgt, angedeutet ist, dass die 
Reihe unbegrenzt fortgeführt wird. 

Was den Fall q = 1, der zwischen beiden liegt, betrifft, so besteht für 
ihn keine eigentlich geometrische Reihe, da die Glieder alsdann sämmtlich 
= a siod. Ins Unendliche fortgeführt wird keine endliche Summe er- 
scheinen können. 

Wir haben dabei a nnd q immer nnr positiv gedacht. Für ein negatives a wechseln alle 
Glieder bloss das Zeichen nnd ebenso ancb die Summe ; die (24) besteht also immerhin. Für 
ein negatives q = — q' kann man die Reihe in zwei zerlegen: 

a -f- a q' 3 -+- a q'* + . . . . - (a q' + a q' 5 4- a q' 6 -+- . . . .). 

Aus (23), welche Formel unbedingt gilt, folgt sofort, dass fürq'>l keine endliche 
Summe erscheint. Fürq'<l (aber positiv) erhalt man nach (24) da jetzt a-haq'*-+-aq'* 

+ — = l^Ti. aq' + aq"4-aq' 6 4-... = q'(a-haq' , 4-aq'«-(-..) = q y Y-^- 7| als Summe: 

a ag' = a(l~q')^_ a (l-q') a a 

1-q" 1-q" 1-q" (1 — q> (1 -t- q) 1 + q' 1-q' 
d. h. wieder die Formel (24), welche also gilt, wenn q zwischen — 1 nnd -+- 1 liegt. 

Setzt man a = |, q = « in (24), so ergibt sich: 

l _i_ JL_i_ t _i_ i _i_ 1 — =1. 

+ 5 + — l— i 

Es lässt sich dieses Ergebniss in folgender Form aussprechen : Nimmt man von 
einer Länge die Hälfte, vom Rest wieder die Hälfte, von dem jetzt bleibenden Reste 
abermals die Hälfte, u. s. w., so beträgt die Summe aller so erhaltenen Theile, wenn 
man unbegränzt viele Male das Verfahren anwendet, die ursprüngliche Länge wieder. 
— In dieser Form zeigt es sich deutlich, wie man sich der ganzen Länge mehr und 
mehr nähert, je öfter man das Verfahren anwendet. Nach der n""Theilung ist 

der Rest noch ~ , welche Zahl immer kleiner wird, wenn n wächst. 
2" 

Inhalt der dreiseitigen Pyramide. 



III. Sey G der Inhalt der Grundfläche einer dreiseitigen Pyramide, II 
deren Höhe. Man theile letztere in n gleiche Theile und lege durch die 
Theilungspunkte Ebenen, parallel der Grundfläche. Die Schnitte dieser 
Ebenen und der Pyramide sind Dreiecke, ähnlich der Grundfläche. Ihre 
Flächeninhalte seyen, von der Spitze angefangen, g t , g 2 , . . . , g„, wo also 

g„ = G seyn wird; die Entfernung je zweier dieser Schnitte ist überdiess 

ist g t < g 2 < g s < . . . < g„. Zwischen den Ebenen , in denen die Dreiecke 
g r und g F+ , liegen, wollen wir zwei Prismen beschreiben, von denen das eine 
auf g r aufstehe und seine drei Seitenkanten parallel einer der Seitenkanten 
der Pyramide habe, das andere aber auf g r + , aufsteht und seine Kanten 
parallel mit den vorigen sind. Das erste Prisma fällt nun nothwendig ganz 
in das Innere der Pyramide, ist also kleiner als das Pyramidenstück zwischen 
den beiden Ebenen; das andere Prisma ist eben so nothwendig grösser als 
das fragliche Pyramidenstück. 

Di enger, Differential- n. Inteffral-Uechnungr. 2. Aufl. 2 
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1 g Inhalt der dreiseitigen Pyramide. 

Das erste Prisma wird also füglich ein in die Pyramide eingeschriebenes, 
das zweite ein derselben umschriebenes genannt werden können. Das ein- 
geschriebene ist kleiner, das umschriebene grösser als das Pyramidenstück. 

Dieselbe Konstruktion soll nun zwischen allen Schnitten, die aufein- 
ander folgen, vollführt werden, und zu oberst zwischen der Spitze und dem 
ersten Schnitte ein Prisma umschrieben werden (das eingeschriebene wäre 
hier Null). Dadurch erhalten wir n umschriebene, und n — 1 eingeschriebene 
Prismen, von denen dasselbe gesagt werden kann , wie oben. Desshalb ist 
die Summe der umschriebenen Prismen grösser als die Summe der Pyrami- 
denstücke, d.h. als der Inhalt der Pyramide, die Summe der eingeschriebenen 
aber kleiner. Nennen wir S die Summe der umschriebenen, s die der einge- 
schriebenen Prismen, P den Inhalt der Pyramide, so ist also 

S>P>s, woraus S-P<S — s. 

Geht man von der Grundfläche aus, so ist aber je ein eingeschriebenes 
Prisma von gleichem Inhalt mit dem nächstfolgenden umgeschriebenen, da sie 
auf demselben Dreieck stehen und gleiche Höhe haben. Daraus folgt sofort, 
dass die Differenz S — s gleich ist dem ersten umschriebenen Prisma, das 

auf der Grundfläche aufsteht und dessen Höhe - ist Lässt man nun n 

H 

beliebig gross werden, so wird - beliebig klein, und eben so der Inhalt dieses 

Prismas. Daraus folgt, dass man n immer gross genug nehmen kann, damit 
S — s beliebig klein ausfalle, also von Null sowenig verschieden sey, als man 
will. Demnach ist der Gränzwerth von S — s gleich 0. Nun ist 
S — P zwar immer < S — s, wird aber nie negativ, da immer S > P, woraus 
folgt, dass mit wachsendem n auch S — P gegen 0 gehen muss, so dass also, 
wenn Or sich auf ein unendliches Wachsen von n bezieht, 

Gr (S-P)=0. 

P, als der Inhalt der Pyramide, hängt von n nicht ab , ändert sich also 
auch nicht mit dieser Zahl, was nur bei S der Fall ist. Geht also S — P, 
wo P unveränderlich bleibt, gegen 0, so ist diess nur möglich, wenn S gegen P 
geht Demnach ist 

P = ffrS. 

Sucht man also S als Funktion von n, und bestimmt den Gränz- 
werth dieser Grösse für ein unendlich wachsendes n, so hat man 
P" ermittelt. 

Nun ist aber 

iL — g»_ V n ) g 3 _ V n ) 

G ~ H* ' G H l ' G H* * 

woraus 



> 
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Inhalt einer Kugelzone. ] 9 

Daher 

e H H H GH . , 

s = gi -"«-gl - + 4-g„- = - r (l*4-2 , +3»-+-....-|-n l )*= 
ii u n n 

GH n(nH-l)(2n-f-l) _GH (n-t-1) (2n-t- 1) OH ( 3 1 >v 
n« 6 6 n* ~ 6 V n^nV* 

GH 

Hier hängt von n nicht ab; mit unendlich wachsendem n aber geht 
3 J 3 1 

2 + gegen 2 » d » -» -» gegen Noll gehen (wie bereits oben gezeigt); 

demnach 

die bekannte Formel der Stereometrie. 



IV. Wir wollen in einer Halbkugel zwei Ebenen parallel der Grundfläche der 
Halbkugel (grösster Kreis) gelegt denken, deren Abstand h sey. Die Halbmesser 
der beiden Schnitte Seyen r und wo r>ß; ferner R der Halbmesser der Kugel, 
a der Abstand des ersten Schnitts (vom Halbmesser r) vom Mittelpunkt der Kugel. 
Man soll den Inhalt der Kugelzone zwischen beiden Schnitten ermitteln. 

Ist x der Abstand irgend eines Schnitts vom Kugelmittelpunkt, y der Halb- 
messer desselben, so hat man immer y' — R' — x*. 

Wie in III. t heilen wir nun h in n gleiche Theile und legen durch die Theil- 

punkte Ebenen parallel der Grundfläche. Die Schnitte derselben sind Kreise, und 

da die Abstände vom Mittelpunkte sind: 

h 2b nh 

a, a-f- — , an , an , 

n n n 



* Um die Summe l*-t-2* . . . . -t- n* su finden, setze man in der Formel (a — b) 3 = a a — 
3a*bH- 3 ab' — b':a= 1, 2, 3 n w&hrend b immer 1 bleibe, so erhalt man: 

0 =(1 — J)»=l» — S.l*-r-3.1 — I. 

1* = (2— 1)' = 2* — 3. 2*4-3. 2— 1, / woraus durch Addition, mit Berücksichtigung 

2* = (3-l)» = 3 , -3.3»+3.3-l, l . ni . . , . « .« , n(n-H) 

der Gleichung 14- 2 4-3 4-.. 4- n = — - — 

folgt: 

l , -^2 > - r -..-t-(n-l) > = l > H-2'H-...-hn»-3(l , 4-2»H-...-4-n , )+ 3n( ° +l - ) ^- n , 
d. h. wenn man 1 * 4- 2» 4- . . . . .4- (n — 1)« beiderseitig wegl&sst : 



3(1 . + 2 . + ... + D * ) = n ._ n + 3 J^ 
Natürlich dann auch 1« 4- 2« 4- 3 l 4- . . . 4- (n - 1)* = ( -^-^ ( — n ~— } . 

2* 



20 



Allgemeiner Sate über Oränzwerthe 



so sind die Quadrate der Halbmesser dieser Schnitte : 

B ._..,„._( 1+ i)'.. »•-(.+=?)•. 

Man errichte nun über jedem Schnitte zwei Zylinder, die an den nächsten 
Schnitten enden , und zwar den einen nach unten , den andern nach oben (mit Aus- 
nahme des Schnitts vom Halbmesser r , wo bloss nach oben , und des Schnitts vom 
Halbmesser p.'wo bloss nach unten hin konstruirt wird.) Genau wie in III. ergibt 
sich, dass wenn S die Summe aller umschriebenen Zylinder ist, P der Inhalt der 
Kugelzone, s die Summe aller eingeschriebenen Zylinder: man habe: 

S>P>s, S-P<S-s; öV(S-s) = 0, ö f r(S-P) = 0; P = tfrS. 
Was S anbelangt, so ist, da die Höhe jedes Zylinders gleich ~ ist: 

s=(R ,_. v | + [ R ._( 1+ t)'],t + [ R ,_(. +2 j)']^ + .... 

... + [ B ._(. + !Lzi h y]^ 

.V[»"-' , «*-('^v) + » , -0' + "-'? + ">"-' 

...^■-(a^a^h^V)] 

= * h [n1L 9 -n&'- — h(l-h2 + 3-+- -+- n — ]) — — ' (1 * H- 2 2 -H . . . -f- n — 1 *)] 

n n n 

L - f 2a*h' n(n-l) *h» (n-])n(2n-l) 

= *n(R-a)- n , - n , 6 

Daraus aber folgt 

Gr S = «h (R»~ a*) - a *b* - ~ = P. 

Nun ist r 2 = R 2 — a 2 , g 2 = R 2 — (a-Hh) 2 , woraus 3 r 2 + 3ß 2 -+-h 2 = 6R 2 — 
— 6a 2 — 6ah — 2h 2 , so dass auch 

P = (3r* + 3^-Hh J )y, 

welche Formel den gesuchten Inhalt gibt. 

Für eine Kugelhaube ist (> = 0, also ihr Inhalt = ^ (3 r 2 -hh 2 ); für die 

nR 2 

Halbkugel ist £ = 0, r = R, h = R, also der Inhalt= -g-(3R 2 -+-R 2 ) = ^JrR 3 . 

§.7. 

Allgemeiner Satz über Grflnzwerthe. 

I. Wir haben in den letzten Beispielen des §. 6 bereits von einem Satze 
Gebrauch gemacht, ohne ihn förmlich aaszusprechen. Wir fanden nämlich, 
dass wenn S > P > s und Gr (S — s) = 0 auch Gr (S — P) = 0 seyn müsse. 
Ist aber Gr (S — s) = 0, so muss nothwendig GrS = €hr& seyn, so dass 
wir nicht nur P = GrS, sondern auch P = Grs hätteu setzen können. Der 
fragliche Satz kann in folgender Form ausgesprochen werden : 
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„Seyen P, Q, R drei Grossen, die sämmtlich von a abhängen, und die 
immer, oder doch fiir alle Werthe von a, die wenig von einer bestimmten 
Zahl a verschieden sind, der Bedingung genfigen 

P>Q>R; (25) 
ist ferner, wenn « sich a unbegränzt nähert 

GrP = GrR,* (26') 

so ist auch 

t/r Q — OrP — Gr R". (25") 

Die (25") kann, ohne eigentlichen Beweis, sofort als einleuchtend an- 
gesehenwerden. Da Q nach (2ö) immer zwischen P und R liegt, die letztern 
aber nach (25') sich unbegränzt einander nähern, somussdas zwischen ihnen 
liegende sich ebenfalls diesen beiden nähern. — Will man einen förmlichen 
Beweis, so kann er so geführt werden: 

Da Q<P, so sey Q = P — q, wo q positiv ist; da Q>R, so sey 
Q = R-hp', wo p' ebenfalls positiv/ Demnach P = Q-r-p, R = Q — q\ 
P — R = Q-t-(>'. Da P und R sich unbegränzt nähern, nach (25'), so muss 
also Gr (q 4- q') = 0 scyn. Da aber (> und q' immer positiv sind, so kann 
ihre Summe nur gegen Null gehen, wenn jede der beiden Grössen in derselben 
Lage ist, so dass also Gpq = Grg' = 0. Da nun Q = P — g , die Grösse q 
aber gegen Null geht, so geht Q gegen P, d. h. Gr Q = GrP; eben so folgt 
aus Q = R -f- q' auch Gi • Q = GrR, was dann die (25") gibt. 

Bestimmung des Gränzwerthes von *~-' 

II. Lässt man in dem Bruche den Bogen a gegen Null gehen, sieht 
ihn aber als positiv an, so ist 

Gr — = 1. (26) 
a 

Um diesen Satz zu beweisen, beachte man, dass für kleine a immer 

d. h. 

tpa^>a^>sina. 

_ sina . . , , sina ~ . ^ sina ^ 
Datoct = ,so ist also auch — > «, 8inaj>aco8a, j>cosa, 

* Cosa 1 cota a 

und da sina < a, < 1 , so ist 

CK 

— ><?<>*«, <ld. b. 1> ><jwa. 

a a a 



* Die Bedingung Gr (P— R) = 0 ist im Allgemeinen wobl dieselbe mit GrP = GrR; 
in besondern Fallen konnte jedoch Anstand erhoben werden. Es kann sich nämlich ereignen, 
dass P und R unendlich we rden, w.1hreud ihre Differenz gegen Null geht. Es ist diess dann 
der Fall, wenn diejenigen Glieder, welche P und R unendlich machen, in beiden dieselben sind, 
sich in P — R also aufheben. Gehen aber P und R gegen endliche Gräneen, so sind die Glei- 
dingen Gr (P — R) = 0 und Gr P = Gr TL ein und dasselbe. Letzteres war in §. 6 der Fall. 
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In (25) ist also P = I, Q = ^, tt = cosa, und da P unveränderlich, 
also Gr P = P = 1, ferner OrR — Gr cos a bekanntlich = 1 (§. 6, I.), so ist 
örP = örR = l, mithin nach (25"): 

a 

wodurch die (26) erwiesen ist. (Vergleiche mein Handbuch der Trigono- 
metrie, erste Abtheilung §. 15.) 

Da w ^~ a) — so gilt die (26) auch, wenn das negative a gegen 
0 geht. 

Gränzwerth einer Summe o, -+- et, -+- . . . -f- a„. 

IU. Seyen die Grössen <r t , a 2 , . .., a„ sämmtlich von der Grösse a abhängig 
und so beschaffen, dass wenn « sich 0 unbegränzt nähert, auch alle diese Grössen 
»ich 0 nähern, so ist die Summe « t -f- Oj ■+• . . . -h a» in derselben Lage, wenn n 
eine positive ganze Zahl ist. 

Denn ist cc, diejenigen der Grössen a t , . . . , «„ welche den grössten , « k die, 
welche den kleinsten Werth hat, so ist ersichtlich 

°i + °* ■+■ + «n<na„ a t -H ff, + ff n > n a k , 

so dass 

n a t > a t -+■ a% -+■ . . . -+- t*„ > n «k . 

Da aber <*,, «k, wie alle andern, gegen Null gehen, so sind na,, na k in derselben 
Lage. Also ist in (25) P = n«„ R = na k und die (25') erfüllt, wobei Gr P = 0. 
Demnach gibt die (25"): 

Gr (a t ■+- a, -J- . . . H- «„ ) = 0. 
Hierbei ist allerdings n als bestimmte, endliche Zahl aufzufassen, und wenn die 
Dinge sich anders verhalten, ist der Satz nicht als erwiesen zuzulassen. 

Gr&Dzwerth der Grösse « »+* + ••■ + «« . 

n 

IV. Seyen die Grössen a, , a,, .. . , a D , der Anzahl nach n, so beschaffen, 
dass sie sämmtlich gegen Null gehen, wenn die Grösse a, von der sie ab- 
hängen , gegen Null geht. Dabei vermehre sich aber ihre Zahl unbegränzt, 
so dass also n immer grösser wird, wenn a kleiner wird. Alsdann ist 

^ + .+ gn =() (27) 

n 

Denn sey wieder «, die grösste, a k die kleinste der Grössen a, ,..,«., so ist, 
wie in III: ■ 

n a, > «j -f- «, -f- . . . -+- o„ > n a k , 

also auch bei beliebig grossem n : 

_ «i •+• «, H- . . . ■+- q n ^ 
n 

Da nun cr g , a k , wie überhaupt alle Grössen ar 3 , ... gegen Null gehen, 
wenn a gegen Null geht, so folgt aus I. unmittelbar die Richtigkeit unserer 
Behauptung. 
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Io der Regel wird hiebet o= ^ seyn, wo k eine endliche Zahl. Der Sats selbst ist aber 

Ton III natürlich Terschieden, da jetzt nicht mehr behauptet werden kann, dass n«, , n o k 
gegen Null gehen , indem mit abnehmendem o die Zahl n unbegränzt wächst. (Vergleiche 
§. 41, D. 

Hilfisatz für die folgende Untersuchung. 
V. Ist in der Reihe 

a + ~-+-4+4-+ (28) 

m m* m 

welche endlich oder anch unendlich seyn kann, keiner der Koeffizienten a, b,c, 
unendlich , so kann man immer m gross genug nehmen, dass der Werth 
von a, ohne Rücksicht auf sein Zeichen, mehr betrage als die Summe aller 
übrigen Glieder. 

Ist k der seinem Werthe nach, also ohne Rücksicht auf sein Vorzeichen, 

grösste der Koeffizienten b, c, d, , so genügt es zu zeigen, dass man 

haben könne 

ft> k + _k. + jL + , (280 

m m m 

wo a und k als positiv angesehen werden. Denn unter allen Bedingungen ist 

k k k . b c d 

m m* m 1 mm* m* 

so dass, wenn (28') erfüllt ist, gewiss auch 

*>Z + Z? + £r + (28 '° 

Ist aber m > 1 , was hier offenbar der Fall sey n muse, so heisst die (28') 
auch (§.6): 

_k 

a>_ m -, iU>^, (m-l)a>k, m>l+£. 

! 

m 

Da immer ni > 1 + £ gewählt werden kann, so ist unsere Behauptung 
erwiesen. 

Ist nun in (28) a positiv, so kann man also das positive m gross genug 
nehmen, damit die Summe der Reihe positiv und kleiner als 2a sey; ist aber 
a negativ, so kann man ra so wählen, dass die Summe der Reihe negativ sey, 
aber zwischen 0 und 2 a liege. 

Da v 

so kann man also auch hier m gross genug wählen, damit die Summe 

JL+ *+-JL- a + .... . (29) 

m r m r + 1 m r + a 

zwischen 0 und ^ falle, was nach dem Vorstehenden für positive und nega- 
tive a gilt. - Wir werden für r = 1 von diesem Satze Gebrauch machen. 
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§.8. 

Ermittlung des Granzwerthe» tod ^1 ■+■ ^ . 

I. Wir wollen annehmen, m sey eine positive ganze Zahl, welche nnbe- 
gränzt wachse und den Werth zu bestimmen suchen, dem sich ( ! 
unter dieser Voraussetzung nähert. 

Aus der Formel (19) in §.5 folgt, wenn man z = ^ setzt, firr ein posi- 
tives ganzes in: 

(1 V— i nM m(m— 1) 1 m(m - 1) (m - 2) 1 
1 ~*~ m ) Im 1.2 m* 1.2.3 m*"*" 

nj(m — l)....l 1 

~~1.2 m m» 

j _l_ j 1mm — 1 ^ 1 mm — Im — 2 ^ 
1.2 m ra 1.2.3 m m m 

1 m m — 1 m — (m — 1) 

-+- - - — .... 

1 . Z. . . m m m m 

+ _i_ .(WVi—V-O-— > 

1.2. ..mV niy V mj V m J 

Das n" Glied dieser Reihe ist 

wo natürlich n höchstens = m ist. Da dieses n u Glied jedenfalls kleiner als 
ist, indem das Produkt (l - £) (l - 1) . . . . (l - ^) kleiner als 

1, überdiess aber alle Glieder obiger Reihe für ^1 + positiv sind, so 
ist jedenfalls 

Die Grösse 

JL _L l 
1.2"*"l.2.3 1.2.3.4 

in der man die Zahl der Glieder beliebig (unendlich) gross nimmt, beträgt 

sicher mehr, als die zweite Seite dieser Ungleichung, die nur einen Theil der 

eben genannten Reihe enthält. Mithin ist 

(1 y l l i 

lH ~mV <2 " 4 "i72 + l7273 4 "l.2.3.4~ 1 " ' 
wo durch die beigefügten Punkte angedeutet ist, dass die Reihe unbegränzt 
fortzusetzen ist. 

Bricht man diese Reihe mit dem Gliede — — ab , wo n beliebig aber 
ganz, so sind die folgenden Glieder 



H l 

1.2.3 1 .2. . . m 
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1.2...(n+l) 1.2... (n + 2) 1 .2...(n-(-3) 
1 n , _1 1 1 



" 1.2.. .(n+1) L n+2 (n + 2) (n + 3) (n+2)(n + 8)(n + 4) 

Setzen wir statt n + 3, n 4-4, ... . die (kleinere) Zahl n + 2, so ist 
die eingeklammerte Grösse, die dann zu 

III In + 2 

1+ äT2 + (nT2T ,+ (7T27 ,4_ = r~ = n~+7 (§ - 6, n) 

n + 2 

wird, zu gross, so dass sicherlich auch 

< 2+ o + rx3- t --'-Tx::i + i.2...c. + i) ^T <30 > 

ist, wobei n willkürlich, also etwa auch < m seyn kann. 

Schliesst man die Reihe für ^1 + ^ mit dem n ,e " Gliede, wo n < in, so 
ist, da alle Glieder positiv sind: 

0+i)>-^(-=>rbO-i)0-*)--- 

Multiplizirt man die Produkte (l - (l - , (1 - ^) (l - 1) X 

(1 — — ^ u. s. w. aus, so ist jedes derselben von der Form 1 — — + -£5 + ..., 

wo o jedenfalls positiv ist. Daraus folgt, dass man obige Beziehung auch 
schreiben kann: 

11 lab k 

wo a, b, . . . , k bestimmte endliche Zahlen sind, a aber jedenfalls positiv ist. ** 
Nach §. 7, V. kann man nun m immer gross genug nehmen, damit die Reihe 

ä b 2 a 

~~ nV m» ' ' ' ne 8 at ' v se y un< * mre Summe zwischen 0 und — — liege. 

2a 

Schreibt man also für diese Reihe , so hat man zu viel abgezogen , so 

dass für ein gehörig grosses m: 



* Durch 1 .2. . . r bezeichnen wir das Produkt aller ganzen Zahlen ron 1 bis r (rergl. 8. 5). 
n m , ,1 l-t-2 14-2 + 3 1+2 + .. . + (n — 1) 

- DMWerthTOnal8t T^ + T^ + T2XT + + TXT.Tn " 

1.2"*" 2 l + 2 1.2 + 2I.2.3 + " t ~2 1.2.. .(n-2) 2 V 1 .2 4 " 1 2.3 + 
" + 1.2. ...(n-2))' 
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Grfluzwerth von 



Da die Beziehung (30) für jedes m gilt, also auch für dasselbe, wie so 

eben, so hat man also für grosse m die Grösse + zwischen zwei 

Gränzen eingeschlossen, von denen die eine ni gar nicht enthält 

2a 

Lässt man m immer mehr wachsen, so nimmt — ab, sodass der Giänz- 

m 



werth von ^1 -+- ~) nothwendig zwischen 



2+ i^ + r2T8 + -'-- + ri^^r.2..!(n+i)^! (3I) 

1 n 2 

liegen wird. Der Unterschied dieser beiden Grössen ist -^"(n+I) nTI' 

welche Zahl mit wachsendem n abnimmt. Da nnn n nur < m zu seyn braucht, 
m aber beliebig gross seyn kann, so ist n in derselben Lage, so dass die bei- 
den Grössen (31) (mit wachsendem n) einander beliebig nahe gebracht wer- 
den können. Bezeichnet man den Gränzwerth von ^1 ■+- ^ mit e , so ist 
also mit ganzem , wachsendem m : «. 



* 0+ £)"=•• 



_L J_ _1_ 1 n + 2 

e<24_ 1.2 _h 1.2.3" i " H ~1.2...n 1.2..n-f-l nH-T 

mittelst welcher Beziehungen e beliebig genau berechnet werden kann. Aus 
(32) folgt, dass wenn man setzt 

1 n 2 

der begangene Fehler kleiner als ^ — (nH-1) n+l * 8t * So ist für n = 12, 
der begangene Fehler kleiner als l g * lg j| d. h. < 0 000000001. Ent- 
wickelt man also die Brüche in (33) auf 1 0 Dezimalen , so erhält man den 
Werth der Zahl mittelst dieser Reihe auf 8 Dezimalen sicher. * So 
hat man 



* Da man bis auf 10 Dezimalen rechnet, so vernachlässigt man nirgends eine Einheit 
der zehnten Dezimale, also in den 12 Brachen nicht 12 Eiuheiten der zehnten Stelle, d. h. 
nicht 2 Einheiten der nennten Stelle. Da wegen des ganzen Fehlers auch keine Einheit der 
neunten Stelle fehlt, so beträgt der wirkliche Fehler nicht 3 Einheiten der neunten Stelle. 
Dieselbe ist tbataacblich 7, darf also nicht 10 seyn, so dass 2 in der achten Dezimale 
richtig ist. 
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2 = 20000000000 
~ =0*5000000000 

Y±j = 0*1666666666 

j T 2~ 5 = 0041 6666666 

-r-^ = 00083333333 

=00013888888 

-p^ =00001984126 

y-i-^ = 0*0000248015 

j—^ = 0*0000027557 

j-L^ = 00000002755 

j-i^ =0*0000000250 
1 

1...12 



= 00000000020 



2-7182818276 
so dass e = 2*7l828182, auf alle Dezimalen genau. 

II. Ist nun m nicht eine ganze Zahl, aber positiv, so sey m = n + a, wo a ein 
positiver ächter Bruch, n eine positive ganze Zahl. Wird m unendlich, so wird es 
also auch n. Dann ist 



und da n -f- a > n aber < n 4- 1 , so ist 1 4- — L_ < i + 1 aDor > 1 -+- 1 
so 



(■ - ir< o + sr- * >■ o + =)<(• - u o + o° 
4 . h .(, + i)->( l+ ^)"-(.^)"-. 

Was die letztern Grössen betrifft, so werden mit unendlichem n, also auch un- 
endlichem n -h 1, nach (32) die Grössen (l + iy , + _i_Y + ' beide zu e; die 

Grösse ^1 -+- ^ a wird mit unendlichem n zu 1, wie sich sofort aus der Beziehung 
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nach §. 7, I. ergibt. Da (\ -f — |—Y ~' = — und der Neuner 

dieser Grösse für ein unendliches n + 1 zu 1 wird, wie au» der Beziehung 

o+ph)'>(-^r>' 

folgt, so wird auch ^1 ■+- p ^ ^ g 'zu 1. Demnach werden die zweiten Seiten 

der Beziehungen (34) einander gleich, jede e. Dcsshalb folgt nach §.7, I., dass 
man aus jenen Formeln, d. h. aus 

zu folgern habe: 

auch wenn m nicht ganz ist. Für einen positiven Werth von m ist also die Gleichung 
(32) erwiesen. 

III. Ist endlich m negativ, gleich — r, so ist 

0 %)"= 0 - 7)"'= Gt-T= fe)' = 0 + i=rj 

Da hier r positiv ist, so wird mit unendlichem m, also auch unendlichem r, die 

Grösse ^1 -t-^—^-J nach II. zu e, die 1 + ^ZIJ aüeT zu 1 » 80 da&s \J- *+" ~ ) 
wieder zu e wird. 

Man hat also endgiltig, wie auch immer m gegen einen positiven oder 
negativen unendlichen Werth gehe: 

<7r 0 + m)" ==e " <35) 

Setzt man m = -, so wird a gegen 0 gehen, wenn m unendlich wird, 

und zwar von der positiven Seite aus, wenn m positiv; von der negativen aus, 
wenn m negativ ist. Die Gleichung (35) heisst also auch 

i_ * ■ 

ör(l+a) ß = e, (36') 
wennn a gegen 0 (von der positiven oder negativen Seite aus) geht. 

IV. Will man den Werth von 

<?r(l-H«x) a 

erhalten, so setze man «x = e,a = ^, so wird mit unbegränzt abnehmen- 
dem a auch e unbegränzt abnehmen. Alsdann ist 

<}r(l + aif = Gr(l-he)* = Gr ((l + 8 )0 ' 
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und da, nach dem Obigen Gi ( \ + e)* = e für jedes abnehmende e (ob po- 
sitiv oder negativ), so wird, da sich x nicht mit e ändert: 

i 

tfr(l+ax) a =e* (36) 

seyn. 

Natürliche Logarithmen. 

V. Die Zahle ist zur Grundzahl der natürlichen Logarithmen gemacht 
worden, die wir durch das Zeichen l bezeichnen wollen. Ist also 

l (x) = z , so ist x = e* ; 
daraus folgt auch, wenn man die gewöhnlichen Logarithmen durch log be- 
zeichnet: • 

. . logx , ... logx 
logx = z loa 9, d. h. z — ; , oder l (x) = 

löge log 9 

Umgekehrt ist auch, wenn logx — y:x = a-*, also Z(x) = y/(a), d. h. 

, m 

wenn a die Grundzahl der gewöhnlichen Logarithmen ist. 

Die Grösse löge ist, wenn a = 10, gleich 04342945, also j^— = 2302585] , so dass 

löge 



man den gewöhnlichen Logarithmus einer Zahl mit 2*3025851 zu multipliziren hat, um den 
natürlichen zu erhalten. 

IM 

Aus logx = , logx = l (x) log e , folgt übrigens sofort 



so dass, wenn a = 10: 

Z(10) = 23025851. 

Begreiflich ist i(e)= 1. 

Diess sind die wesentlichen Satze, welche wir später benützen werden und womit der 
eigentliche Gegenstand dieses Abschnitts erschöpft wäre. Wir fügen jedoch noch einige 
Untersuchungen hinzu, die nicht unerlässlich, aber von Interesse sind, und mit dem Vorher- 
gehenden zusammenhängen. Sie können jedoch rorlfiung ganz wohl dahingestellt bleiben. 

Eine allgemeine Formel zur Bestimmung yon Gränzwerthen liefert der rierte Abschnitt. 

*. 9. 

(a H~ bi^**" 
1 H ) • 

I. In der Gleichung (36) ist x wesentlich reell; für ein imaginäres x=a-t-bi 
ist die Untersuchung anders zu fuhren. 

Sey (§.4) H-^±^ = r {cos (f 4- i«n<*>), so ist r 3 = ( 1+ m ) + 

2a a*-f-b l 1 ~*~ m b . . , . „ 

— i _| 1 — , cosw— ,«in<p = — , so dass für grosse ni jedenfalls stntp 

mm* r r mr 

klein, und qr>0 wenn b>0, g> <0 wenn b<0. Dann ist für ein ganzes ra (§. 4) 
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Setzt man a*-f-b — c , so ist 



Aber nach §. 5 



Tu- £ 1"=!+» - -J «nfrn-Q 



! c* f m — 1 c« 



i + 2a 1 V m7 (m-r 2a) J 
Für ein grosses m ist immer m -f- 2 a positiv und gross, so dass 

<ri . C c* 1 c* 

m+2a 1 (m-h2a)*" i "2.3 (m + 2a) , + "' 

Ist aber "*^, * = n, so ist letztere Reihe gleich 



und also (§. 7, V) ihr Werth kleiner als 1 -f- 1, wenn n (d. h. m) sehr gross. Für 
grosse m ist also 

so dass (§. 7, 1) 

Gr T 1 + r °* 2 & n T = h mithin 1"' + , * o ^V m =V l = 1- 

Da ferner nach §. 8 , JV. : Gr(lH-|^Y" = e» , so ist 

V. in vary 
Für ein positives b ist <p > 0 und klein, also 

Für ein unendliches m wird ^T=— b - zu b, r zu 1, also - auch zu b, 

1 -h — r 

80 dass <rVm V = b m 



igmzea Dy 
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Für ein negatives b wechselt q> (wie b) sein Zeichen, so dasa dieselbe Gleichung 
besteht. Mithin endlich 

!±L i )": = e « (ecsb + i *nb). (37) 
Setzt man, ähnlich wie in (36) 

(a-+-b i\ n 

so hat man zur Erklärung des Zeichens: 

e"+ k, = e m (cotb + l tin b). (37') 

Daraus für a=o: 

e w =cof b-f-irinb. (38) 

n 

Vieldeutigkeit von Va4-bt. 

II. Seyen r und <f> so bestimmt , dass (§. 4 , III.) 

a -+- b i = r (cof y + innf), 
so ist auch, wenn m eine ganze (positive oder negative) Zahl : 

a -+- b i = r {cot (* -h 2 m ir) + i tin ( 9 + 2 m «)] , 
wie aus bekannten trigonometrischen Sätzen sofort folgt. Daraus nun folgt : 

V(aH-bi) = r leot hi«tn J. (39) 

Um diesen Satz zu beweisen, hat man nur zu zeigen, dass die n u Potenz der 
zweiten Seite = a H- b i ist. Nach §. 4, III. ist diese n" Potenz aber 

r [cot («> + 2 m n) -h i tin (<p -+- 2 m «)] = r (cot 9 -h i tin 9) — a -+- b i , 
womit der Satz erwiesen ist. * 

In (39) ist m beliebig, so dass es scheint, es gebe jene Formel unendlich viele 
Werthe. Allein setzt man m = 0 , 1 , 2 , . . . , n — 1 , so ist die Zahl aller wirk- 
lich verschiedenen Werthe erschöpft. Diess leuchtet zunächst dadurch ein, dass für 
ra = 0 und m = n die beiden Winkel sind: 

n nn 

sich also um 2jr unterscheiden, mithin denselben Cosinus und Sinus haben. Daher 



* Setzt man überhaupt Va4-bi = R (cot tp -+- i tin y) , so muss R" (cot n if/ -f- i tin n ty) 
= &-\-bi = r (cot 9>-hiting>) seyn. Dazu gehört (§.4. II.) dass 

R n cot n y = r cot 9> ; R" tin n ip = r tin 9. 
Quadrirt man diese Gleichungen und addirtsie, so ist 

R ,n = r*. R n = r, R = r n . 

Dann 

eosny = coi<p, «1» n v = 9 » 

so dass die Winkel n ipund •> nur um ein Vielfaches von 2 n verschieden seyn können. Mit- 

• H-2m« 

hin n V' = 9>H-2m«, \\> = — und 

n 

1 

Va-+-bi = r leot — hin« J. 
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gibt (39) denselben Werth, wenn man man m = 0 oder m — n setzt. — Für in — 1 

,. „ r . . ,f+2* *> + 2(uH- i) W 9 + 2it n 

und m = n -f-1 hat man eben so die Winkel — - — und = — h 2 ff, 

n n n 

deren Unterschied wieder 2 ff beträgt u. s w. Man wird also dieselben Werthe er- 
halten für die in der folgenden Anordnung vertikal unter einander stehenden Werthe 
von m: 

0, I, 2, 3, , n — 1, j 

n, n-M, n-f-2, n-f-3 , 2n — 1, ( 

2n, 2n + 1, 2nH-2, 2n + 8 3n— l, i {W) 

» 1 

• • • • / 

Es genügt somit, von den positiven Werthen von m nur 0, 1 n — 1, der 

Zahl nach n, zu setzen. Diese liefern aber verschiedene Werthe in (39). 



Da nämlich in (39) nur dann die Werthe Va -h b i gleich sind, wenn die Winkel um 
2 ff verschieden sind, so raüssten für zwei Werthe von m, welche der ersten Hori- 

q> 2 m tt 

zontalreihe (40) entnommen sind, die entsprechenden Werthe von um. 2 ff 

verschieden seyn. Sind /i , t zwei solche Werthe (r > p) t so müsste also 
9 + 2 vit v + 2pit 2(v — p)it 

— = 2ff seyn können, d. h. — - = 2ff, r — u = n, was 

n n n 

unmöglich ist, da die höchste Differenz zweier Werthe von m aus der ersten Hori- 
zontalreihe in (40) nur n — 1 ist. 

Wollte man in (39) negative (ganze) Werthe von m setzen, so erhielte 



keine neuen Werthe von V^a -h b i. Denn setzt man m = — (>, so ist der zweite Faktor 

9> — 2git . g> — 2 o ff 

cos 5 l-i*m . 

n n 

Da Cosinus und Sinus sich nicht ändern, wenn man dem Winkel Vielfache von 
2 ff zufügt , so ist jener Faktor auch gleich 

T + 2(np — flu , ,.._» + 2 (a p — ()it 

— COS |- 1 elfl - ■ , 

n n 
wo wir (das beliebige, positive und ganze> p so wählen wollen, dass n p — q positiv 
ist. Demnach gibt (39) denselben Werth für m= — q, wie für m = np — 
Letzterer ist aber in (40) enthalten, so dass hiernach für negative m keine andern 
Werthe erscheinen, als die bereits für positive m erhaltenen. 
Daraus ergibt sich : 



ti 



Va4-~bi hat n von einander verschiedene Werthe, welche aus (39) 
folgen, wenn man m = 0, 1, 2, n — 1 setzt. 

III. Als besondern Fall wählen \» ir b — 0, a — 1 , wo daun r = 1 , 9 = 0, so dass 

«", , 2 in ff , . 2 m it . , , . 

Videos hi«n— . (41) 

n n 

2 m ff 

Für m = 0 ist diess = 1 ; bei ungeradem n wird sonst sin — — -. nicht mehr 0, alle andern 

Werthe sind also imaginär. Bei geradem n ist für m = - nochmals sin = 0 und dann 

n 2 n 

noch y\ — cosit — — I. So hat man für 
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VI die drei Werthe: 1, w«y + liinj, eot tl+irin^; 

/•. * ä , . ä .. 3 ä , 3 ä 

yl „ ner „ : 1, «o* — 4-»«» — , eojw-f-iMnir, co* — ~ ,-, ' m ir 

d. h. 1 . i , - 1 , - i 

u. s. w. 

Ist weiter b=0, a= — 1, soi«tr=l. = also 

y^l=^ « + + (42) 

n n 

So 

V' — 1 gibt die 2 Werthe: «<x — H-i*in — , co* — -|- i »Vi — 

d.h. i , -i ; 

» „ « rt 3« . 3« 6* 6* 

V— 1 „ „ 3 n co*^4-i«n-, «wy-HMMy, 

"2" ¥ ^ ' " 1 • y- y V3u. «. w. 

Vieldeutigkeit des natürlichen Logarithmus. 

IV. Setzt man 

/(aH-bi) = a-r-/9i, a H- b i = r (*w *> + i#m»>) , 

so ist 

a + b i = e« + ß 1 = e« (cot ß -+- i tin ß) [Formel (38)] 
Also (§.4, II): 

e«cosß=* = TCoi9>, e a tinß = b = rtin<p; e*" = a* b* = r 1 , a = Ji^-f-b 1 ) 
= ti(r*) = l(r), co$ß=cos<p, sinß = rinv, ß = <p-\-2mn, 

so dass 

/(a + bi) = ^(a , -r-b , )-r-(«p + 2m«)i, (43) 
a b 

wo cos QP = - , ging? — . Da m nur eine ganze Zahl zu sevn 

VV + b» V^a' + b 1 

braucht, so ist l (a-+-bi) unendlich vieldeutig. Hieraus 

*(l) = 2m*i, /(-l) = (it + 2m«)i. (44) 
Es ist leicht, diese Formelo weiter zu verfolgen , was wir jedoch hier 
unterlassen, indem wir uns vorbehalten , gelegentlich wieder darauf zurück- 
zukommen. 

Einige Sätze über Gränzwerthe mögen noch beigefügt werden. 

V. Seyen P, Q, R, . . . Funktionen von a, und es 6ey für ein unendlich 
abnehmendes (d. h. gegen Null gehendes) a: 

0rP = p, örQ — q, 0rR = r 

ferner seyen a, b, . . . Grössen , die sich nicht mit a ändern , so ist 

ör(P + i) = p+i, <7r(bP + a) = bp-r-a, ör(sP + bQ + cR + ..) = ap + bq 

-her..., ör(PQ) = pq, Gr = -L , Qr l (P) = l ( p ) , ch?* = p i , u . s. w. 

Der Beweis dieser Sätze ist ein sehr einfacher. Da Gr P = p, so folgt 
daraus, dass wenn a nahe an 0 ist, auch P nahe an p ist, man also setzen 
kann P = p + p, wo q eine Grösse ist, die immer näher an 0 kommt, je 
näher a selbst gegen Null geht. Eben so Q = q + g' f R = r -f- q", . . • , 

Dieafer. Dilfer»ntial- n. Intofrol-Rocbimnr. 2. Aufl. 3 
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wo g', g", . . . ebenfalls mehr und mehr sich der Null nähern, je mehr a sich 
Null nähert. Daraus folgt: 

PH-a — p-ha+o, bP-+-a — bp-f-a + bp, aP + bQ + cR-+-.... = ap + bq4-cr-H... 

-ha^-hbp'-hC P "+..., PQ = (pH-<>)(q + t>*) = pq-hpe'4-q?H-pe', -|- = jj±i, 

i(P) = /(p-4- ? ), P«=(pH- P )« + e'=--(p + P Mp-4-*)*' 

Lässt man nun hier a gegen Null gehen , also g, g\ g" ebenfalls gegen 
Null, so wird p -+- a -+- g gegen p + a gehen (wo natürlich p nicht mehr von 
a abhieng); bp ■+■ a -+■ bg gegen bp 4- a, indem sicher auch hg zu 0 werden 
wird; ap -f- bq H- er -t- . .. -+- &g + hg' -+■ ... gegen ap -I- bq -h er 4-...; 
pq-hpe' + q^ + ßp' ferner gegen p q , indem p g\ q g, g g' zu Null werden ; 

V-±JL = JL -f. q f ~~ p f. wird zu — werden und eben so l (p + g) = l (p) 4- 

* 0 + "p") zu ^ p ^ wirc1, da p ond q sich nicht ändern ' notnwendi g 

zu p\ und (p + g) 9 ' zu p° = 1 werden , also (p 4- g)* (p -h g)*' zu p q . 1 = p% 
, woraus nun ganz unmittelbar alle behaupteten Sätze fliessen. 



Zweiter Abschnitt. 

Differentialquotient für Funktionen einer einzigen unab- 
hängig Veränderlichen. 

§. 10. 

Wiederholung und weitere Ausführung des Begriffs einer Funktion. Stetigkeit. 

I. Unter Funktion einer Grösse x versteht man in der Mathematik 
jede Grösse, deren Werth abhängt vom Werthe eben jener Grösse x, so dass 
also der Werth der zweiten Grösse erst gefunden werden kann , wenn man 
den der ersten kennt So ist x 5 eine Funktion von x, indem zunächst 
x bekannt seyn niuss und erst dann x 6 gefunden werden kann; log* ist dess- 
gleichen eine Funktion von a u. s. w. Die Grösse, welche bekannt seyn muss, 
damit der Werth der von ihr abhängenden gefunden werden kann , ist in der 
Regel willkürlich, d. h. man kann ihr ganz beliebige Werthe beilegen; sie 
heisst desshalb gewöhnlich die unabhängig Veränderliche, und zwar 
das Letztere, weil man sich ihren Zustand als veränderlich denkt, oder, was 
dasselbe ist, annimmt, dass sie beliebig viele verschiedene Werthe annehmen 
kann. Man könnte sie eben so wohl auch Urgrösse oder Stammgrösse 
u. 8. w. nennen , da diese Namen dieselbe Sache bezeichnen würden. Die 
Funktion selbst heisst, im Gegensatz hiezu, die abhängig Veränderliche. 
So ist, wenn y = «nx, x die unabhängig Veränderliche, y (d. h. «nx) die 
abhängig Veränderliche; 6x* — 3x 2 -f-7 ist abhängig veränderlich, x dabei 
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unabhängig. Es ist wohl leicht begreiflich , dass die Bezeichnung eine un- 
wesentliche Sache ist. So ist z 8 eine Funktion von z, wobei eben z die un- 
abhängig Veränderliche ist; 5 sin v — 9 cos v -h 3 log v eine Funktion der 
(unabhängig gedachten) Veränderlichen v , u. s. w. 

Es ist aber auch wohl denkbar, dass diejenige Grösse, von der der 
Werth einer andern abhängt, selbst wieder abhängig ist vom Werthe einer 
dritten Grösse. So ist log sin x zanächst eine Funktion von sin x, welch* 
letztere Grösse selbst wieder von x abhängt. Ist allgemein y eine Funktion 
von x, so ist z. B. 19 y* — 7y'4-8y eine Funktion von y, die also mittel- 
bar von x abhängt. Solche Funktionen pflegt man Funktionen von Funk- 
tionen zu nennen. Eine beliebige Funktion von x bezeichnet man mit f(x), 
F (x), <p (x), tp (x) u. s. f., so dass also f (y) eine Funktion von y, F (z) 

eine solche von z, bezeichnet. Ist nun y = y> (x), z = f (y), so ist z 

eine Funktion von einer Funktion von x, die man auch mit f [tp (x)] 
bezeichnen könnte. Wie man hier weiter gehen kann, ist klar. Eben so ist 
klar, dass wenn zwischen den Grössen y und x die Beziehung y = f (x) ob- 
waltet, man nicht nur y als Funktion von x ansehen kann, sondern auch wohl 
berechtigt ist, x als Funktion von y anzusehen. So folgt aus y = x* auch 

4 

x = Vy nnd es ist jetzt x als Funktion von y angesehen , während zuerst y 
als Funktion von x musste betrachtet werden. Folgt aus y = f (x) die 
Gleichung x = F (y), so sagt man, F(y) sey die umgekehrte Funktion von 
f (x), und es muss F [f (x)] geradezu x geben. 

Zwei Funktionen haben dieselbe Form, wenn die unabhängig Ver- 
änderlichen je in derselben Weise in dieselben eintreten. So haben sin x 

und sin y dieselbe Form ; eben so * .~ x und n ^-4~f- ; f ( x ) und 
J x' — 9xH-6 z" — 9 * -+- 6 x/ 

f(y) u. s. w. Man bezeichnet natürlich dieselbe Form auch durch dasselbe 

Funktionszeichen, so dass y (x) und <p (z) zwei Funktionen derselben Form 

bedeuten müssen. 

Das Zeichen f (a) meint, man solle in f (x) an die Stelle von x setzen a; 
also f (0) bedeutet, dass in f(x) zu setzen ist x — 0; eben so bezeichnet 
f(a-hx) den Werth, den man erhält, wenn man in f(x) für x setzt a-hx. 
Ist etwa f (x) = l (x), so ist f(a + x)-/(a + x) u. s. w. 

Stetige Funktionen. 

II. Die Mathematik hat es in der Regel nur mit stetigen Funktionen 
zu tbun, und sie versteht darunter diejenigen Funktionen, die sich nur um ver- 
schwindend kleine Grössen ändern, wenn der Werth der Urgrösse sich auch 
nur um eine solche Grösse ändert. Die gewöhnlichen Funktionen der nieder n 
Analysis sind alle in diesem Falle und nur für spezielle Werthe der Urgrösse 
machen sie davon eine Ausnahme. Man kann das eben Gesagte auch in 
folgender Weise darstellen. Ht f (x) eine Funktion von x , und man ändert 
den Werth von x, lässt ihn also in x -+- Jx übergehen, wo /Ix den (ganz 

3* 

i 

i 
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beliebigen) Zuwachs von x bedeutet *, so wird f (x) in f (x 4- Ax) übergehen, 
wo also f(x-h Ax) den Werth der Funktion f(x) bedeutet, den man erhält, 
wenn man x 4- z/x an die Stelle von x setzt. Die Aenderung, welche f(x) 
hiedurch erleidet, ist f (x -+■ /ix) — t'(x) und wenn nun diese mit unbeschränkt 
kleiner werdendein Ax ebenfalls fortwährend kleiner wird, oder besser gesagt, 
für Werthe von Jx, die der Null beliebig nahe kommen, ebenfalls Werthe 
erhält, die der Null beliebig nahe kommen, so ist f(x), für den betrachteten 
Werth von x, stetig. So ist x* für jeden Werth von x stetig. Denn es ist 

(x -+- A x) 3 - x» = 3 x* A x -+- 3 x ( A x) 1 -+- (A x)». 
Lässt man hier A x der Null nahe genug kommen , so wird die Grösse 

zweiter Seite ebenfalls Null nahe kommen, was unsern Satz beweist. \ ist 

stetig för alle Werthe von x, ausser für x = o; tgx ist stetig, ausser wenn 

ff 1 * 

x = -s- u. s. w., in welchen Fällen -y, tgx unendlich gross werden, d. h. jede 

Z x 

Grössenschranke überschreiten. Unstetig heissen wir nun eine Funktion, 
wenn sie nicht stetig ist, d. h. also, wenn die Differenz f (x -h Ax) — f (x) mit 
unendlich abnehmendem Ax sich nicht Null beliebig nähert. In dieser Lage 

ist z. B. — für x — 0. Denn es ist — ^ = ^r—^rr^- = ,~~ \ — 

x x-\-Ax x x(x-fJx) x* -\-xAx 

--j— - — . Da aber x = o, so wird, für ein beliebiges Jx, diese Grösse 



X 

Ax 

nicht angebbar, oder, wie man sich ausdrückt, unendlich gross (oo), und es 
ist daher unmöglich, von ihr zu sagen, sie nähere sich mit abnehmendem A x 
der Null. 

III. Betrachten wir den Quotienten 

f(x + Jx)- f(x) 

Ax (l) 
und lassen in demselben (das beliebig gedachte) Ax mehr und mehr gegen 0 
gehen, so wird, im Falle dieser Quotient (1) sich dann mehr und mehr einer 
bestimmten endlichen Grösse annähert, nothwendig f (x) stetig seyn (für die- 
sen Werth von x). Denn würde f (x-h Ax) — f(x) mit unbegränzt abneh- 
mendem Ax nicht selbst unbegränzt abnehmen, sich vielmehr einer endlichen 
(oder gar unendlichen) Grösse nähern, so müsste nothwendig, bei sehr 



* Durch das Vorsetzen des Zeichens A bezeichnen wir immer eine Aenderung. Ist also 
x zuerst a, so sagen wir , um anzudeuten es habe x sich geändert , diese Grösse sey nachher 
a-(- Ax, wo Ax eben diese Aenderung ausdrückt. DaBs man auch ein anderes Zeichen, z. B. b, 
für diese Aenderung von x setzen kann, ist uatürlicb. *— Wenn wir sagen, x werde zu x-+- Ax, 
so meinen wir, der ursprüngliche Werth der unabhängig Veränderlichen, den wir kurzweg mit 
x bezeichnen und nns darunter eine gewisse Zahl denken , habe um A x zugenommen (wobei 
Ax positir oder negativ seyn kann). Aus »in x wird eben dann «n(i + Ji), aus e 1 wird 

e ,+ ^'u. s.w. — Die Bezeichnung stammt aus der Differenzenrechnung her, ist aber 
auch hier von grosser Bequemlichkeit; nur muss man sich hüten, zwischen x und Ax irgend 
eine Abhängigkeit sich zu denken. (Man vergleiche etwa meine „Grundzüge der algebraischen 
Analysis" Karlsruhe, 1851, S. 78 ff.) 
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kleinen Werthen von z/x, der Bruch (1), dessen Zähler endlich wäre, sehr 
gross seyn, so dass mit unendlich abnehmendem Ax er sich nothwendig einem 
unendlich grossen Werthe annähern müsste. Ist also unsere Voraussetzung, 
(1) nähere sich einem endlichen "Werthe, wenn Ax sich 0 nähert, richtig, 
so kann f(x) nur stetig seyn. Umgekehrt ist der Satz nicht immer richtig. 
So ist z. B. Vx für x = 0 noch stetig, da \^ x -h A x — y x für x = o zu 
Y Ax wird, und mit unendlich abnehmendem Ax auch unendlich abnimmt; 

dagegen ist V* + 4*-Y* für x = 0 gleich ^1 = * un( j wird mit un- 
Ax Ax y Ax 

endliclrabnehmendem ix immer grösser werden. Trotzdem nun, dass der 

ausgesprochene Satz nicht umgekehrt werden kann , bleibt er dennoch von 

grosser Wichtigkeit, da der unmittelbare Satz selbst in den meisten Fällen 

genügt. 

Wir sind dabei auf den Begriff des Gränzwerthes gelangt, den wir in 
§. 6 aufstellten. Bezieht sich das Zeichen Or auf ein gegen 0 gehendes Ax, 
so kann man hiernach sagen: 

Ist 

<frf(x + Jx)-f(x) (2) 

endlich, so ist f (x) stetig. 

Wir werden inskünftig fast ausschliesslich nur stetige Funktionen be- 
trachten. 

§• n- 

Differentialquotient. Beispiele. 

Der bereits in §. 10 betrachtete Werth 

^fr + (2) 
Ax 

(für ein gegen Null gehendes, übrigens positives oder negatives Jx)heisst der 
Differentialquotient von f(x). Er ist der Gränzwerth des Differenzen- 
quotienten f C , " t '^ x )~ f ^ } un d w i r d durch die Zeichen 

bezeichnet, wovon das letztere von Lagrange herrührt. Ist y = f(x), so 
wird die Differenz f (x -+- Ax) — f (x) durch Ay bezeichnet werden,* und 
man hat auch 

(4 > 

8x Ax 



* 

* Man wird also sagen: Ist y eine Funktion von x nnd wird xmx + ^x, so wird y tu 
y+ Ay, wo mithin Ay die A ender ung ist, welche y erleidet, wenn x sich um Ax ändert, 
f (x-j- Ax) und y-f- Ay haben hiernach dieselbe Bedeutung. Wir nennen f(x) oder y den 
frühern, f(x-f-Jx) oder y-hAy den neuen Zustand der Funktion. Der Zahler in (2) 
oder (4) ist der Unterschied beider Zustände. 
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als Erklärung des Differentialquotienten von y nach x. Das Zeichen 

idy __ 8_f_to darf nic ij t a i 8 e | n Bruch angesehen werden , dessen Zähler etwa 
8 x 8x 

rjy, und dessen Nenner dz wäre; es bedeutet blos den Differentialquo- 
tienten (3) von y, wenn x die unabhändige Veränderliche ist, wesshalb das 
rix unten beigefügt ist. 

Kur so lange der Differentialquotient endlich ist, können vir von demselben handeln, 
da unendliche Werthe in der Rechnung unzulässig sind. Alsdann ist aber, nach §. 10, f (x) 
y jedenfalls stetig. Bei solchen Funktionen ist natürlich die Aenderung A y rerschwin- 
klein, wenn die Aenderung der unabhängig Veränderlichen, d. h. Ax, es ist. 

Die Bedeutung der Grösse ß — tritt auch klar hervor, wenn wir ihre 

geometrische Darstellung in's Auge fassen. Sey 
(Fig. 1) FG eine krumme Liuie, OA und OB die 
rechtwinkligen K.oordinatenaxen,so wird die Ordi- 
nate MD = y eine Funktion der Abszisse OD — x 
seyn. Sey nun DE — Jx, also EN = y + Jy 
der neue Werth der Ordinate [d.h. wenn y = f(x), 
so ist y-h^/y oder EN =f(x-f- Jx)], und man 
ziehe durch die Punkte M und N eine Gerade MN, 
so wird dieselbe mit der Abszissenaxe OA, oder vielmehr mit der mit OA 
parallelen MQ einen Winkel NMQ machen, für den (wegen NQ — EN — MD 
= y-h Jy — y = Jy) 

Lässt man Jx abnehmen, d. h. E gegen D rücken, so rückt N gegen 
M und die Gerade MN nähert sich mehr und mehr einer bestimmten Lage 
MS, welch* letztere zum Vorschein kommt, wenn N an M angerückt ist Der 
Winkel SMQ ist dann gegeben durch die Gleichung 

so dass letztere Grösse eine vollkommen klare geometrische Bedeutung hat. 
Die Gerade MS heisst in der Geometrie die berührende Gerade oder Tangente. 

Man pflegt zuweilen das Gesagte auch in etwas anderer Form auszusprechen. Versteht 
man nämlich unter unendlich kleiner Grösse eine Grösse, deren Werth kleiner ist, als 

8y Ay 

jede auch noch so kleine Grösse, so kann man sagen, dass der Werth Ton -~- sey, wenn 

ox Jx 

Ax (also auch Ay) unendlich klein ist, oder dass ^~r~ der Werth des Bruches — 

8x Ax 

für ein unendlich kleines Ax sey. Eben so wäre dann in Fig. 1 MS diejenige Gerade, die 
durch zwei unendlich nahe Punkte der krummen Linie FG gelegt würde. Man sieht leicht, 
dass die eben angegebene Fassnng nur der Form nach verschieden ist von der früheren, im 
Wesen aber mit derselben übereinkommt. Will man sich derselben bedienen , so ist die Ab- 
leitung gleich scharf und man muss nur beachten, dass eben «unendlich kleine" Grössen die 
„Gränze" aller Grössen sind , aber nicht geradezu Null gesetzt werden können , da Null gar 
keine Grösse mehr ist. Die Gränze einer Fläche ist zwar wohl n cht mehr angebbar, sie gehört 
aber doch zur Fläche und ist eben desshalb nicht als gar Nichts = Null anzusehen; so ist es 
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mit den anendlich kleinen Grössen. Diese liegen unsem Anschauungen und Begriffen des 
Stetigen und Ausgedehnten wesentlich zu Grunde. Die Zeit verfliesst in unendlich kleinen 
Momenten; ein bewegter Punkt geht ron Lage zu Lage durch unendlich kleine Zwischen- 
stufen über tu 8. w. Von dieser Anschauung rührt auch der Begriff des Differential s her. 

Da nämlich Ay = 4^ Ax, und für unendlich kleine Ax: 4^ = l^t so wird, wenn man das 
Ax Ax ez 

unendlich kleine dx mit dx, das ebenfalls unendlich kleine A y (indem y eine stetige Funktion 

ron z ist, §. 10) mit dy bezeichnet, aus dieser Gleichung folgen: 

dy = jj^dx, 
ox 

wo nun dy das Differential, d. h. die unendlich kleine Zunahme von y, bezeichnet. Wir 
werden ron diesen Bezeichnungen in der Regel keinen Gebrauch machen und wollen uns dabei 
also auch nicht weiter aufhalten. 

Der Werth (2) oder (4) lässt sich bei einigen Funktionen leicht an- 
geben , wie wir diess nun betrachten wollen. 

Differentialquotienten ron z, l(x), siux, eotx. 

I. Sey zuerst y=-x, so ist der geänderte Zustand von y, wenn x in 
x-h dx übergeht, den wir durch y + dy zu bezeichnen haben, natürlich ein- 
fach x + dx, so dass y + Jy — x + dx, d. h. dy = dx und 

Ax~Ax~ l - 

Da nun diese Grössse sich nicht mehr ändern kann, d. h. konstant 

dy 

ist, so ist gewiss auch ^ = 1» °*. h. 

_ — - A . 

8z 

II. Seyy = Z(x), also y + dy — l(x + dx), dy = l(x -+- dx) — l(x) 

A * 

= Gr l (l -+- ~) " * . Aber nach §. 8, Formel (36) ist, wenn dort a = dx 

_L l f l + dx\ 

• Indem i(a)» = n l (a), also I (l 4- ^ff* = ^ < (l + = ' 

Man kann übrigens auch setzen : f (x) = l (z), also f (z -f- A z) = l (z + A x) und folglich in (2) : 
f(z4-Jz)- f(z) = Uz_ jl ^)- i (z) 8odasg 

Ax Ax ^ 

8i(z) „ /(z-t- Ax)-l(x) „ 1 Q T) 

_ = 'jV — 7- £r u. s. w. 

8z ^Jz Jz 

Den Bruch ^* ^ ' ^X — sprechen wir aus: „Neuer Werth der Funktion minus dem frühern, 

dividirt durch die Aenderung der unabhängig Veränderlichen", und erklären also: 

Der Differentialquotient einer Funktion ist der Gränzwerth eines 
Bruchs, dessen Zähler erhalten wird, wenn man von dem neuen Wertbe 
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i 

A~* - 

und -~ fiir x gesetzt wird : Gr -f- = e \ wobei esgleichgiltig bleibt, 

i 

ob z/x positiv oder negativ gedacht ist; also (§.9, V:) Orl 

= e = y » indem l (e) = 1 . Man hat also 

8 / (x) 1 



8x x * 

III. Sey y = «>ix, also y + //y = «n(x + Jx), z/y = *m(x + zfx) 

— #inx = 2cos(x -f- }Jx)«'n|A* Demgemäss: 

^ = Or^r = qr^- w,( - | - t ^ ,fctA = qr««»(» + ^«) Da 
8x . Ztx Zix \ i / > Jx 

aber 6?r coa (x -h ±.dx) = cosx, 

Gr ' J J& = 1 <§- 7 ' IL )» 80 ^ hieraUÖ 

(nach §. 9 , V.) : tfr ^ = c-o* x , 

, . 8«'nx 

d. 1). -r = 00* X. 

0 X 

IV. Sey y — cosx, so ist y -+- z/y = co«(x + z/x), z/y = <r0*(x-f-z/x) 

« • / i ^ \ • i ^ i Ä 8 y y> — 2 #»'n (x 4- 4 Zf x) *tn 1 Ax 

— C08X — — 2mn(x -4- \ z/x)««} z/x, also — ^= i — — s 5 — 

— Or — «m (x -I- 4 z/x) -*V *» woraus ganz in derselben Weise, wie so 

, ax 

eben, folgt: — = 

Will man von der oben berührten Bezeichnung der Differentiale Gebrauch machen , so 
■wäre also 

dx 

•dl(x) = — , drinx = cosxdx, deosx = — tinxdx. 



der Funktion den frühern absieht; dessen Nenner aber gleich der 
Aenderung der unabh&ngig Veränderlichen ist. 

Diese Aenderung kann positiv oder negativ seyn , und es rauss diess im Endergebniss 
vollkommen gleichgültig seyn. 

* Vergleiche mein Handbuch der Trigonometrie, §. 14, Formeln (25). — Nach der so 
eben berührten Regel hat man: 

Neuer Werth der Funktion = «n(x-i- Jx); davon abgesogen der frühere Werth #mx, 
gibt «n (x Zf x) — «n x als Zahler; A x ist die Aenderung der unabhängig Veränderlichen, 
so dass 

8 sin i _ ^ sinjx-h Ax) — sinx _ ^ 2 cos (x + \Ax) sin \Ax 
cx ~ ~ Ax Ax 

= Greos(x-hiAx) — . 

J Ax 

Der Gränz werth des ersten Faktors ist eosx, der des zweiten 1 ($.7, II.) und zwar, ob 
Ax positiv oder negativ sey, so dass 

8 sin 
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Bereichnungen, die noch «ehr hanfig im Gebrauche Bind, aber natürlich nichts Anderes be- 
deuten, als die Gleichungen 

8/(x) 1 8«nx 8co*x 

-8T=T' -8r="" x - -jr=- nni - 

Wir bemerken auch hier gleich noch, dass der Differentialquotient einer Funktion der- 
selbe seyn muss, ob man Ax ron der positiven oder negativen Seite gegen Null gehen llsst. 
D&S8 dies« in obigen Beispielen der Fall ist, haben wir je beibemerkt, und man wird sich über- 
zeugen, dass diess künftig auch immer der Fall ist. 

§.12. 

Satze über die Differentialquotienten. 

t 

Wir wollen nun zunächst einige allgemeine Sätze nachweisen , die uns 
bei der Differenzirung der Funktionen die wichtigsten Dienste leisten werden. 

I. Sey C eine Grösse, deren Werth unabhängig ist vom Werthe von x, 
d. h. eine Konstante nach x, so ist 

SS-* 

Denn will man jetzt setzen f(x) = C, so ist auch f(x-r-<4x) = C, da 
C sich ja nicht ändert mit x, demnach ist f (x-f-z/x) — f(x) = 0, d. h. 

f(x -f- Ax) — f(x) « , , n f(x-f- ^fx) — f(x) A . , 

- ^ — = 0, also auch Gr — — = 0, woraus der be- 
hauptete Satz folgt. 

II. Ist y eine beliebige Funktion von x, so ist 

8(y + C) _8y 
öx 8x* 

Denn ist f (x) = y + C, so ist f (x -f- Jx) = y + Jy -h C, also 
f(x + Alx) — f (x) = Jy, woraus 



8x Ax Ax Zx 



So ist 



8(mz+12) 8[— 3-M(x)]_ 1 8i(5x)_ 8|7(6)-M(x)] _ I 
8^~ ~ C0,Xt Vx~~~ ~T' Ix"" 8x" -T- 

III. Dessgleichen ist "* 

8(Cy) 8y 

IT"" 

Denn wenn f (x) = C y, so ist f(x + Jx)tC (y -h Jy), f (x -f- Jx) 
- f(x) — Cz/y, also 



8x Ax Ai Ax 8x 



So wäre 



8(15*wx) lt . 8[6Z(x)J_5 8*(x 4 ) _ 8 [4*(x)j _ 4 8(-13x) _ 
g- = -16««x. — 3^---. -JT~ 8x ~x' öx ~ lö - 

Darau* ergibt sich auch der Differentialquotient von logx, wenn a die Grund- 
zahl des Systems. DenU nach §. 8, V. ist 
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oder auch da l (a) . log e = 1 : 

9 log x _ 1 
bx ~x/(a)' 

Differentialquotient der Summen. 

IV. Sind y und z Funktionen von x, so ist 

8 (y + z)_8y 8z 8(y — z)_8y 9z 
8x " 8x 8x* 8x — 8x 8x' 
Denn wenn x übergeht in x-t- Jx, so werden y und zzuy + Jy, z 4- Jz, 
so dass y -f- z zu y + Jy + z + Jz wird. Demnach ist 



fl(y+-»)_ gr y-H Jy4-s+ Jz— (y-t-z) ^ Jy + Jz _^ /'J 



8x Jx Jx "-^VJx^JxJ' 



und da die Gränzwerthe von j| sind || f ~ (§.ll),soistderGränz- 

werth von ^+ ~ noth wendig (vergl. §. 9, V), wodurch der eine der 

obigen Sätze erwiesen ist. Der andere ergibt sich eben so. 

Eine Verbindung der Sätze III und IV führt leicht zu Folgendem: 

Sind y, z, u, . . . beliebige Funktionen von x; a, b, c, ... beliebige 
Konstanten, so ist 

8(ay-Hbz-fr- cn + ..) 8y 8 z 8 a 

8^ - a 8^" hb 8^ 4 - C 8l + -- 

So ist 

8 (8 «in x-t- 7 c o« x) 8«tnx , „8eo«x . „ . 

8x = 8-^ + 7— = 8«>«x-7n«*. 

8[ -llx+3^(x)3 _ 3 8[9«mx-2i( x»)] 6 

o — ii -r—, - — v cosx . 

ox x ox x 

Differentialquotient eines Produkts. 

V. Seyen wieder y und z Funktionen von x, so ist 

8(yz) 8z 8y* 
• -8x- = y 8i- h8 8x ' 
Denn sey f (x) = y z, so ist f (x -h J x) = (y ■+- J y) (z + J z ) 
^yz + yJz + zJy + Jyiz, f (x -h*^x) - f(x) = yiz + z 
4- Jy Jz, mithin ^ = Gr { J*+J*tzi& = Gr y^ + z^y +jy^ 

« / Jy . J«\ 8z 8y J z 

-Crr^y^ + z^-t-Jy— J = y_ +Z — , , n dem in y ^ die Grösse y sich 

mit Jx nicht ändert, ~ aber gegen ~, mithin y ^ gegen y ~ geht; eben 
Jy 8y 

s0 2 ~Ä% gegen z di'* J y 8 eht » da y als ^etige Funktion angesehen wird, 



* D. h, Differentialquotient eines Produkts zweier Faktoren = Differentialquotient des 
zweiten Faktors, multiplixirt mit dem ersten, -(-Differentialquotient des ersten Faktors, mul- 
tiplizirt mit dem zweiten. 
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gegen 0 (§. 10), also geht das Produkt Jy ^1 gegen 0 = 0. Daraus folgt 
aber die Behauptung. 
So ist nun: 

8x 8x 8z 8z 

8x« 8(x*x) ,8x £i ! . 

— =-1— ^ = x x — + x— = x l + x.2x = 3x \ 

0 X Ol 0 X 0 X 

8x 4 8(z*z) ,8z 8x 3 , , 

87 =-g-7- = x s — -Hz — = x s + x.3x l = 4x s , u s. w. allgemein: 
8x m 

— =mx m - m positiv und ganz. 

d(tinxeotx) 8ee*x btinx . . 
— = «nx— h cot x — — = — stn x •+■ cot x , 

8^xO = ^ J = x% ) - + -/(x)^lx.l + /(x)=,^(,), 

8[Srinx./(x«)3 _ 8[20rinx . I (x)] _ 8 [ritt z . * (x)] _ r 8 l(x) 8 ri* xT 

8l - 8x"~ - 20 ~8l ~ 20 L"" X TT + ' (X) TT J 

„.r . 1 ... T 20 sin x „ , , . 
= 20 |*»n z . ~ -I- i (z) . co* zl — — h 20 i (x) co« x. 

Man kann obiges Resultat leicht verallgemeinern. So ist 
8(yzo) 8u^ 8(yz) 8u^ 8z^ 8y 

Differentialquotient eines Bruchs. 
VI. Man hat eben so 

8_y_ 8_z • 
_ö_ f _y_N _ * 8x 7 8x 
8xVz/ z* 

Sey nämlich f (x) = I so ist f (x-f- ^x) = f (x + J x) 

_ f ( x \ — l±Al _ 1 — (y+ Jy) z-y (z-+ Jz) __ zJy-yJ z f (x + Jz) - f (z) 
,W ~"»+/f» z~ ' z(z + Jz) ~~ z' + zJz ' Ax 
Ay Az 

tAy—yAz- Ax J Ax ... 

~ (z' + zJz)Jz = z'--^f7' ,n,th,n 



8y 8 



da GVx^=zj^, (?ry^- = y^, tfrz Az = z.O = 0 ist (§.9, \). 



Daraus folgt: 



* Differentialquotient eines Bruchs = Differeutialquotient des Zählers, multiplizirt mit 
dem Nenner, minus Differentialquotient des Nenners, mal dem Zahler, dividirt Alles durch 
das Quadrat des Nenners. 
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44 üiffereniirung der Funktion einer Funktion. 



8x ~Sx\cosxJ ~ 



6 »in x _ . b cosz 
8x 8x co« l x-+-«n : x 



co#*x co$*x cot*x ' 



8 co* x 8 *in x 

tinx — co*x 



Bcotffx 8 feotx\ _ 8x 8x _ — ttnfx — eot l x _ — 1 

8x "8xV.Wnxy~ «n*x «t^x ~ «n'x ' 



81 18x m 



8x-~ 8 / n X 8x 8x O-mx»-' mx™- 1 m 

r^sx^J =— x^ — - ?=-— wenn 



8 

m positiv und ganz, 
8 C$inx\ 



, 8tmx . 8_xj 
X 8x ** nX 8x x s eotx — 3x**tHX xcotx — Stinx 



8x V x» J x» x* x* 

VII. Sind f(x), F(x) zwei Funktionen von x, so beschaffen, dass, was 
auch x sey : 

f(x) = F(x) + C, 

wo C eine Konstante, so ist nothwendig 

8f(x) _ 8F(x) 
8x 8x * 

Denn, da obige Gleichung für alle Werthe von x besteht, so ist auch 

f(x + 4x) = F(x + 4x) + C, f(x + ^x)-f(x) = F( x + Jx)-F(x). 
also auch 

f (x -+- A x) - f (x) _ F (x 4- Ax) - F (x) f (x + Ax) - f (x)_ ^_ F(x 4- Jx) - F(x) 
dx ~ _ " Ax ' Ax ~ Ax 

Ist C = 0, so sind beide Funktionen einander gleich, und der Satz ist 
natürlich auch richtig. 

Wäre also z. B. 

x»y = 5x»4-4, 

so ist 

8x 8x 8x 8x 8x 8x 

§. 13. 

Differenzirung der Funktion einer Funktion. 
Wir wollen annehmen y sey eine Funktion von x , und dann f (y) eine 
Funktion von y und es soll sich um die Bestimmung von handeln. Man 
hat wie immer 

8 'fr) _ Cr *(y + Ay) (y) _ Cr ( t(j + Aj) — f (y) Ay^ 
Ös Ax V Ay Ax)' 

Nun ist, nach unsern Fundamental-Erklärungen : ör~ = l^: was 

° Ax 8x 

Gr- 1 anbelangt, so wird natürlich auch zur Gränze Null 

gehen, wenn Jx in dieser Lage ist, da wir immer y als stetige Funktion von 
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Differentialquotient ron x™. 45 

x voraussetzen (§. 10); die Grösse Qr t - f*'*~*J*~ *— ist alsdann, gemäss 
§.11, der Differentialquotient von f (y) nach y, d. h. so bestimmt, als wenn 
y die unabhängig Veränderliche wäre, welchen Werth wir mit * zu be- 
zeichnen haben. Demnach ist (§. 9, V): 

8f(y)_8f(y)8y 

Man nennt diesen höchst wichtigen Satz den der Differenzirung der 
Funktionen von Funktionen. Ist f (y) = z, so ist also 

8_*_8z 8_y 
8x~8y 8x* 

Ist eben so w eine Funktion von v, v von u, u von y, y von x, so folgt 
aus der identischen Gleichung 

A w A w Ar An Aj 

Ax A t Au Ay Ax 

offenbar (§. 9, V) : — = — r- — ^ u. 8. w. 
vo ' 8x 8t 8a 87 8 x 

So ist 

8#»n(x + a) 8«tny . . 8*my8y 8(x + a) 

g- = -eT~ (wen n x-ha = y)=-^-g x =co*y~g 7 — = co*y = 

e/(imi) . 8i(y) 8y_ 1 8y_ 1 8«»x 

_«*(xH-a), - i7 - (wenn y = ,mx)_ ~JT 

8#m*x 8y* . , 8y*8y ,8y 

cosx = eotgx, - T — = — ( wenn y = Ätnx)= _- = 4 y>_ 



«n x 



= 4#m 5 x^p = 4«'n 3 x <?<wx 

Ehe wir jedoch weitere Beispiele hinzufügen, wollen wir die Differential- 
quotienten der noch rückständigen einfachen Funktionen bestimmen. 

Differentialquotienten der einfachen Funktionen. 

I. Sey y = x", m ganz beliebig (konstant). Hieraus folgt l (y) = ra l (x), 
also (§.12, VII, III, §.H, II): 

8*(y) = 8[mZ(x)) 8*(y) 8y 8Z(x) J_ 8y = na 
8x 8x * 8y 8x m 8x * y 8x x * 

8 y m y , , , _ 8 x m m x m , 

woraus : = - , d. h. da y = x m : ^ — = , oder 

8x x ' 8x x 

8.x* 

— — = mx m -', dx m = nix»- 1 dx, 
0 x 

welcher Satz nun für ein ganz beliebiges m gilt. (Man vergl. §. 12, V, VI.) 



* Kennt man ^l^K so wird man einfach dadurch erhalten , data man y für x 

8 x 8y 

_ 4 8co*y 8/(y) 1 8y* . . 8#y 1 

seUt. So ist . — — nn y , = — , -^- = 4y», — =— u. s. w. 

8y 8y y 8y 8y eot*y 
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4 6 DiffereDtialquotient ron C, a« , arc («in = x), arc ytg = x). 

Hieraus folgt: 



J_ 8Vx_8x"_l B 1 

' x - 2V /x' 8x ~8x" -"n~ X ~ V X ^—iT -. 

4 1 _1 1 

8VV_8x l _ _ 8 Q_ s n 8 / -pv -2 1 

ex ~0x 8AyxJ-|il x —27?- 



Ä(57)=A(- ! ) = 



i -!-' i 

— x = x 

n n 



8 _»-» 8 
jr x 5 = u. s. w. 

II. Sey y = e\ also J (y) = x, so ist ganz ebeu so: 

8Uy) = 8x 8J(y)8y _1_ 8y 8y 

8x 8x' 8y ex" 1 ' y 8x~ 1 ' 8^ " y ' 

8 B* 

d. h. day = e*: -^ = 6', de'=e'ix. 

C X 

III. Sey y = a\ a beliebig aber konstant. Man hat l (y) = x / (a), also 
indem man differeuzirt (§. 12, VII, III, §. 1 1, I) 

d. h. ~ = a » i ( a ) f da x = a i l (a ) dx 

IV. Sey y = arc («n = x), also«ny = x, so ist (§. 12, VII, §.11,111, 1): 

8 tin y 8 x 8<wy 8y _ 8 y _ 1 8y_ 1 

8x ~8x' 8y bx~ 1, C °' Y 11~ 1 ' Öl~cTt~}' 

Nun ist aber, da y zwischen - |- und -h |- liegt (§. 3), also cos y 
positiv ist : 

cot y = V 1 - «n * y = V T^x\ 

also endlich: 

8 . arc («n — x) 1 

8x ~ VT^' 
Da immer arc (co* = x) = ~ — arc (tin = x) , [§. 3, (12)] 

so ist (§. 12, IL, ni.) : 8arc(c 0 , = x) = ]_ 

8x \Tl-x 1 

V. Sey y = arc (tg = x), also tgy = x, so ist, wie so eben: 

_L_8y 8y = , _ ) 1 

cot*y6x ' 8x CM y~ l + tffty ~~ 1+x* 
d.h. 8arcfr = x) _ 1 

8x ""H-x 1 " 
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Zusammenstellung. Uebungsbeispiele. 47 
Da immer are (eotg — *) = ^~arc (lg=x), [§. 3, ( 1 2)J 



so ist 



8 are (eotg = x) _ 1 . _ dx 



8x 



Stellen wir nunmehr, diejenigen Differentialquotienten zusammen, die man 
sich zu merken hat, um mittelst der allgemeinen Sätze beliebige Funktionen 
differenziren zu können, so mögen es die folgenden seyn : 
8 x m , 8J(x) 1 8e x , 8«'nx 8eo«x 

8 are (sin = x) __ 1 8 are (tg = x) 1_ 

V > (6) 

8.a« _ 8j^x_ 1 8 cotgx __ 1 darc (cot = x) _ _1_ 

8x ~ a W * 8x cot*x' 8x *ro*x'~ 8x Vl^x 1 * 

bare (eotg = x) 1 

8x ~ H-x'* 

Vermittelst des wichtigen Satzes (6) kann man mit Hülfe früherer 
Sätze bereits schon sehr zusammengesetzte Funktionen differenziren, wie wir 
nun an einigen Beispielen zeigen wollen. 

§. 14. 
Uebungsbeispiele. 

" 1 

I. Sey zu differenziren ax — bx" + cVi- — . Da letztere Grösse = a x 

i_ 

-bx"+ci»- x-', so erhält man, nach §. 12, III., IV. und §. 13, I: 

^(^ax-bx»-Hc^x--J = a-mbx»- 1 -|--cx n + px-"-' 

i n -_' "v 

= a-mbx»-' + -^x 1 n J + px-(» + » =a — mbx»- 1 H ^ h ' 

II. Man soll (sx + bi 3 )" — Va-f- bx-hcx 2 differenziren. Setzt man a x 

8 i 

+ bx s = y, a+bx + cx l = z, so hat man ^ (y~ — z 1 ) zu bestimmen.. Diese 

8 8 4 

Grösse ist zunächst (§.12, IV.) gleich y* — f^z also, nach §. 13 (5) gleich 

8.y- 8y 8.x*8x „ . 8y 1 -*8z 8y , 8* 

~T~ a ö — — = my m -» — — z *— , und da j- 2 - =• a •+- 3 b x\ ^~ = h 

8y 8x 8s 8x 8x 2 8x* 8x 8x 

+ 2cx, so ist, wenn man für y und z wieder ihre Werthe setzt: 

^[(ax4-bx')"-Va + bxH-cx^j = m(axH-bx')"-'(a+3bx»)-^ ^ 2 ° * . 
8z 0 a+bx-+-cx" 

8 * 

III. Will man l [are (sin = x)] erhalten, so setze man are (sin = x) = y, 
und hat (§. 13) : £ * [arc («n = x)] = £ / (y) = ^ §* = y §* , 

d. h. da y = arc (sin = x) ; ^ = ^-i— t (§. 13, IV.), so ist endlich : 
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48 Uebungsbeispiele. 

±|[«« <* = «)] = 



8 x are («n = x) y j _ x » 

IV. Soll — A ^l H- x -J- V 1 — x \ bestimmt werden> 80 setze man l+x = y, 

|^ = 1, l~xr=z,^ = _i, und hat zunächst (§.12, VI): 
o x ox 

4 . 8 , « » 8y* 8x* „ . 8.y*8y , 8.z*8z 1 -i 1 -\ 

also die gesuchte Grösse = 

(/y-K«)' 

(Vy-Vz) (Vz-Vi) _ (^y + V*) O^ + Vy) 

*Vi± aVV« ^ -{T/y-K^ -CVy+Vxr 

^7-/0» 2V7* (Ky-V*)' 
(y+i) (y + «) 2 



Vyz(Vy-V*) 1 Vy* <j + *-*Vf*) Vi-»' (2-2 Vi-**) 

Vi — x 1 (1— Vi - X 1 )' 



V. Will man ^ arc (ty — V 5 -+- 4 x -+- 3 x 1 ) bestimmen, so setze man 5 

+ 4x + 3x J = y, Vy = z, und hat ^arc = V 5 + 4 i + 3 x 1 ) = - 

8 a 8 * ^/amv eor g « <7 = g) 8y* 8(5 + 4x4-3 x0 
arc (^ = z ) = - ar< .(^ = 2 )._.~ (§.13) = —^ g y g" 

= i+? ' 2 y 5 (4+e 1} = T+i • 2^ • (4 + 6 x) = ( f + ~ 6 ^xTixWTT4TT^ 

2H-3x 



(6 + 4x + 3x l ) V6 + 4x4-3x*' 

_8_ 
8x 



8 

VT. Um —l(xVb-h Va--bx 2 y zu erhalten, setze man a + b x 3 = y (also 



j^ = 2bx), xVb + Vy=z, und erhält 



fy h + b * A 1 _ / Vby"a-<-bx»-Hbx >i = Vb 

V Va + hxV xVb-l-Va + bx J V V"»-*-*»** J Va-r-bx*' 
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VII. ^*m(aH-bx + ci J ):=~*my = ~^ jj^ co* y.(b-r-3c'x s ) = (b + 3cx l ) 
^(l + bx + cx s ); A are (sin = ~ x) = ~- arc (sin = y) = ~ arc (*»n = y) ^ 

_8Uy)8y_J_ J__ l 8 8 ,_öe' 8v 8 x l 

"~ 8y ex" y ' x ~ x /(x) ; e~x" e ~ e7 6 ~ Ty" et = * 87 = e ' ' 2 1 

s 8 r 8 8a' 8y 8fnx r ) » 

= 2xe> , _ a - = - x a y =:— J = ^l(a)-^==»M(»).nr«-»=nrl<a)r-i»»», 

- (•- ^ax) = ^ax- +e> = 2xe> tfax-r- e' 9 -\ = 2 x e«' ig a x 

j * 
© 1 a 8 8 8 

+ l^Tx ; ä7 are ~ a (b x)1 = 87 ar<! ^ = a y) ~ Fi arc = * } " 

8 arc (fr— z) 8_z 8y _ 1 8(afry) 8 (b x) _ 1 a ab 

8z '8y8x~lH-z' 8y 8x — 1+ z s * cos* y " ~~ (1+7* tp- y) cos* y 

ab _ ab 

~~ co* J y 4- a* sin* y ~" eo# , (bx) + a*«n , (bx) ' 

Als Beispiele zur Uebung legen wir noch Tor: 

>■=* -«•■+»". £(-,^0— 

3 / 3 

8 ,/ axj — b (— 3ax ! -h5b)l/x 8 f/1/T jr x 8 n/ - E 

3x 5 V(ax ä — b) J 

1 Ö Ö 1 1 

= n , - , — «'»(a + bx) = bM»(a + bx), — tg [l (x)] = — . — - , 
y 1 + x ' ex 8x x co* (7 (x) ] 

8 , /yi + x + Vi — x^\ 1 8 , . , 1 

fz Htffx) = 7^2~x' = 8 Ö x [(2x + 3) I (5x-f-4)'] = (2x-h3)(5x-H4)« 

r ß Or-^7fi^ ± (i+ß^) J _ _ 6x(6 + 5x ») (4 + B»y _B_ / 2 + 6 x» 
<t>ux-r-/t>j, 8x (2 ^ 3xS) * - " <2 + 3x')»~ ' 8x V 3 4-47 J 

= 7 x _ _8_ a Bx _ ö_ ^ 4 3 x^\ 

VW^TÜ + iZV* 8x V 34-2x öx ^2 + 7xJ 

_ -28 -f- I2x + 21x 3 
~ (2-+-7x)'(4 + 3x»r* 

§. 15. 

Differentialquotient einer Funktion mehrerer Funktionen. 

I. Nach der Erklärung in §.11 nähert sich der Werth des Bruches 

fCxj+^xJ-fjx) 
Jx 

mehr und mehr derjenigen Grösse, welche wir durch ^~ bezeichnen. Daraus 
aber folgt, dass wenn wir setzen: 

Dienger, Differential» u. Integral-Rechnung. Z.Ana. 4 
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50 Funktion zweier Veränderlichen. 

A x e x 

die Grösse a abhängen wird sowohl von dem Werthe von x, als auch von dem 
Werthe, den man z/x beilegt, dass aber diese Grösse mit abnehmen« 
dem Jx selbst gegen 0 gehen muss, d. h. dass Gra = Osey, da sonst 

nicht & l<Li^_>^l<i> = *<Q wä re. Demnach ist 

f(x + Jx)-r(i) = [^ + a]ji, Gra = 0. (8) 

Dass eben so 

F(z+ Jz)-F(z) = p|^ + a]zlz, Gra = 0, (8') 

ist natürlich. Dabei bezieht sich das Zeichen Qr auf gegen Null gehende z/z. 

Funktion zweier Fnnktionen. 

II. Seyen y, z zwei Funktionen von x, und f(y, z) eine Funktion dieser 

beiden, * deren Differentialquotienten 8f 9^ man suchen soll. 

Geht x in x-4-z/x über, so werden die (stetigen) Funktionen y und z 
zu y-hz/y, z-h z/z, also f(y,z) zu f(y-f-z/y, z-f- z/z), wo letztere Grösse 
aus der ersten erhalten wird, wenn man an die Stelle von y setzt y -h z/y, an 
die Stelle von z aber z + iz. Demnach ist 

8f(y,z) _ f(y + Jy. z-t- Jz)-f(y.z) 

~el~ Äl • 

Es ist aber identisch: 

f(y+ Zly, t-h zfz)-f(y,z) _ f(yH-Jy. zH- Zlz) — f(y-h Jy, z) + f(y + Zly, z)-f(y,z) 
Ax Ax 
_ f(y-j-Z/y,z4-Jz) — ffr+ Jy, z) Az f (y ■+- A y L z) — f (y t z) Zfy 
Zlz Zfx Zfy Jx' 

wo f(y-f-z/y, z) ausf(y,z) erhalten wird, wenn man bloss für y setzt y-f-z/y. 

Was nun die Grösse f(y-h Jy, z + z/z) — f(y + z/y,z) betrifft, so geht 
f (y -h z/y, z -+- z/z) aus f(y -f- z/y, z) hervor, wenn man für z setzt z -r- z/z, 



* Sey z. B. y = tin x, z = e* , so ist e* stn* x + e 8 * *in x + 5e 41 - 7«t»»x 
= z y s H- z s y H- 5 z* — 7 y 1 eine Funktion von y und z, d. h. Ton sin x und e'. — Eine solche 
Funktion ist also ein in beliebiger Weise aus y und z zusammengesetzter Ausdruck, wie etwa y* , 

z* — y*H-2 

7, y + 5 * * ( a * + b y) «• 8 - w - Die Bezeicbnuiigsweise ist die angegebene. Dabei aber 

müssen wir auf einige Besonderheiten der Bezeichnung aufmerksam machen, f (z + y) be- 
deutet allerdings auch eine Funktion von z und y , in der aber z -h y immer ungetrennt zu- 
sammenstehen muss, wie etwa in (z + y)'-/(i + y)H \— ; f (z y) ist eine Funktion, 

z-hy 

in der das Produkt z y ungetrennt zusammensteht, wie inz'y 3 -t-5 z ?i f verlangt^ dass— 

uugetrennt sey, u. 8. w. — Diese Formen sind allerdings unter der allgemeinen: f (z, y) mit 
inbegriffen, und was für letztere gilt, bat für jene ebenfalls Geltung. Doch werden besondere 
Regeln für dieselben aufgestellt werden können, die im allgemeinen Falle nicht gelten. 
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Funktion zweier Veränderlichen. 51 

während f(y -h Jy, z) selbst erhalten wird, wenn man in f (y,z) setzt y+Jy 
statt y. 

Betrachten wir aber die Differenz f(y, z -h dz) — f(y, z), so geht die 
vorhin genannte aus derselben einfach dadurch hervor, dass man überall für 
y setzt y -f-z/y. Die Differenz f(y, z 4- Jz) — f(y, z) kann aber verglichen 
werden mit der in (8') betrachteten, da die Grösse % in ihren beiden Gliedern 
dieselbe ist, also wie eine Konstante behandelt wurde. Ist mithin der 
Differentialquotient von f(y, z) nach z, wobei y wie eine Konstante ange- 
sehen wird, gleich (p ( y, z), d. h. hat man 

8z — 9 (y* *) > 

so ist 

f(y,z-f Jz)-f(y, *) = |>(y, z) + a\Ai, Ora = 0, 
also nothwendig 

f(y-f-Jy, Z + Jz) — f(y-t-Jy, z) =|>(y-|- Jy, z) + a t ]Jz, 
wo a t aus « hervorgeht, wenn man für y setzt y -+- dy , wobei aber, da für 
alle y : Gra = 0, auch Ör a t = 0 seyn wird. Daraus folgt 

f(y+ Jy, z + J z )-f( yH -/Jy, t) 
— *(y-r-/Jy, z) 

Ist eben so 

8 ffr.«) , , , 

wo den Differentialquotienten von f(y, z) nach y bezeichnet, wobei z 

wie konstant angesehen wird, * so ist 

wo 0 mit Jy zu Null wird. Demnach endlich ist 

= ör { [*(y + ^y, z) -h«J £ + [*(y, «) + Ä ^} , 

worin a t mit Jz, 0 mit dy zu Null wird. Da z/y, z/z mit zfx gegen Null 
gehen, so ist also, wenn man dx, mithin auch dy> z/z, a it /? gegen Null 

gehen lässt, wegen 0^^ = ^, ör^ = j^: 

8 ffr. z) , .8z ,8y 

d.h. 6f(y.i) 8f(y.i) 8z 8f(y,z) 8y 

8x ezex^eyex* w 
In dieser Gleichung bedeutet nun 8f ^ z ^ den partiellen Differen- 
tialquotienten von f(y,z) nach z, den man also erhält, wenn man f(y,z) 



* So ist also 1« y 3 -f- — -f- J (y) -+- «» i] = 3«y'+ — + -|-; ~ [zy* -+- — 
öy z ) oi ( i 

■+- l (y) -t- itn z] = y« — |f ■+■ co« z. 

4 * 
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52 Funktion zweier Veränderlichen. 

nach z differenzirt und dabei y wie eine Konstante behandelt. Eben so ist 

6 f ^ ' ^ der partielle Differentialquotient von f(y, z) nach y, wobei z wie 

konstant behandelt ist. 

Man schreibt zur Abkürzung auch 

8J(y»^_ £ f 81 _^ 8 f 8y _ 8_f 8_y 8_f bz 

8x ~~ bz 8x 8y fcs - fcy8x 8z Fx' 

Dabei kann z ganz wohl auch geradezu x seyn, man also f(y,x) nach x 
differenziren. Dann ist ~ = l (§. 11). 

Sey z. B. zu suchen — I a* H- 5 cos* x H — . 

J t)x L cosx a" J 

Man setze a* = y ; cosx — z, so hat man zu suchen 

~ [y + öz'-ay'z- 1 H-7y-' *«]. 

. . 8 (v-H6z»-9y»z-» + 7y~' x») 10 , „ . 

Aber es ist — J — 3 - — 1 — 18yz~' — 7y~> z«, 

8 (y + 5z* — 9v*z-' +7t -1 z*) 
^ ^ ^=10z + 9y s z- J -K28y-'z s , 



9y J , 28z 8 "I . f 18 a' 7<?o* 4 x-| ... r 9a»* 28cm» xl 



Hat man ferner ~ j^x» -+■ 6 x x — 7 # 4 x -+• isj 



zu bestimmen, so sey tgx = y, also die gegebene Grösse 4x 2 ■+■ 5 xy — 7y* -f- 18, 
und es ist (da jetzt z — x) : 

8(4x» + 6xy-7y'+18) 8 (4 x* H- 5 x y — 7 y* -4- 18) R „_ , 
— -«x-i-öy, — = 5x — 28y*, 

also da = — V- : 
8x coa-x 

~ [4x»^5x^x-7</x^-18j=8x-l-B^x-i-(5x-28^ s x)-i-. 
Eben so ist 

also nach (9): 

^ (j .) = ly .-.»2 + J . l(y ,|!.- 
Für y = z = x z. B. 

^x' = xx'-' + X '/W = x' + x 'i(x) = i'[]+/(i)]. 

Ferner 

^x** = 2xx*'-'+ x**f(x)2 = 2x»' fi +frx)J. 
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Hezeichnung der vollständigen und partiellen Differentialquotienten. 53 

Jfczeichnungeu. 



III. Setzt man in der Formel (9) y = x , so gibt sie wegen — = 1 
(§• IM): 



Üf(x,z) rf(x.z) 8f(x. Z ) *z 

~'»T'~ ~ 1 * — ii (10) 

c x ox C Z <! X 

und kann in dieser Form zu Missverständnissen führen. Die erste Seite 
dieser Gleichung bezeichnet den seitherigen Differentialquotienten, in dem 
x und z als veränderlich angesehen werden; wir wollen ihn den vollstän- 
digen (totalen) Differentialquotienten von f (x, z) nach x nennen; das 
erste Glied der zweiten Seite bezeichnet dagegen den partiellen Differential- 
quotienten von f(x,z) nachx, wobei z wie konstant behandelt wird. Man 
kann aber offenbar diese beiden Grössen nicht mehr mit demselben Zeichen 
bezeichnen und wir müssen uns entweder zur Einführung eines weitern 
Zeichens entschliessen , oder aber je mit Worten auf den Unterschied in 
der Bedeutung aufmerksam machen. 

Von diesen beiden Wegen entspricht nur der erstere dem Geiste der 
mathematischen Formenlehre und wir wollen künftig, wenn es sich 
darum handelt, vollständige Differentialquotienten zu bezeich- 
nen, statt des gebogenen 8 das aufgerichtete d wählen. Die 
Gleichung (10) ist also hiernach zu schreiben: 

<*f(x,z) _ Öf(x.z) 8f(x,z)8z 

~dx - - «x " + ~~ö Z "bV 
Die fröher betrachteten Differentialquotienten sind allerdings auch vollstän- 
dige, und man kann also eben so wohl für sie das aufgerichtete d verlangen; 
allein vollständig und partiell sind für jene Differentialquotienten dasselbe. 
So ist es ganz gleichgiltig, ob man vom vollständigen oder vom partiellen 
Differentialquotienten von x'" noch x spricht. Es ist 

dx' n öx» M . 
— r _ mx m-i 

dx cx 

Wir werden desshalb das gebogene d beibehalten, da dieses Zeichen in keiner 
andern Weise weiter verwendet wird, und nur dann, wenn Missverständuisse 
zu befürchten wären von d Gebrauch machen. Ist aber eine Zwei- 
deutigkeit möglich, so soll das gebogene d immer nur partielle 

Differentialquotienten bezeichnen. So wird — immer nur den 
1 c X 

partiellen Differentialquotienten von f (x, y) nach x bezeichnen und nie den 
totalen ; aber niuss den totalen Differentialquotienten von f(y, z)nach 

0 X 

x bezeichnen, da von einem partiellen hier nicht die Rede seyn kann. Na- 
türlich sind jetzt ^ f ^ ,z) und - f J—*- dasselbe. Mau kann also schreiben : 

frf(y.z) cf 8y 8f 8z 
t l x ?yi's <' z 8 x ' 

, )di , r du M - üi *i + ü L* 

,>dtr dx -h-h + ruV 
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df(y, z) _ öf dy dz 
oder j„ "~ r ^ . n » " 



Dagegen nur 



dx Py (ix 6z dx 

df(x.y) 8f 8f 8y 

dx 8x 8y8x' 

• df(x,y) = 8f 8f dy . 

dx 8x 8ydx* 



oder 

So ist 

h (xy^x + 8y3- J_) = «L +7x+8y- ±) + A (xyN-7x + 8y3-±) U 

oder nach einer andern Bezeichnungsweise (§.11): 

d(xy* + 7x + 8y'- x i v ) = (y*4-7+-^)dx + (4xy» + 24y'-H j i r ,)dy. 

§. 16. 

Fuuktion dreier und mehr Veränderlichen. 

Seyen y, z, u Funktionen von x und f (y, z, u) eine Funktion dieser drei 
Grössen, von der man den (vollständigen) Differentialquotienten be- 
stimmen soll. 

Nach der Erklärung des §. 1 1 ist 

d f (y, z, u) _ f(y + Jy, z + zfz, u -+■ Au) — f (y, z, n) 

dl Ax 

rf(y+j4y, z-hJz, u + Ja)-f(y, i + Jz, d + Ju) /fy 
_ 6r |^ __ . . 

f(y,z-t-Jz, u + Ju) — f(y,z,u + /j u) Az f (y, z, u-)- Au) — f(y, z , u) /fu~| 
Jz Jx + " Ja JxJ' 

wie man sich leicht überzeugen wird, wenn man nur die Multiplikationen aus- 
führt und dann zusammenzieht. Setzt man nun, wie in §.15, II: 
8f (y, z, u) 8f(y,x.u)_ 8f(y, z, n) 

— g- — — fi (y. u). — ~ — f i *» 8o — — '3 (y» z » u a 
so ist, wie §. 15, II: 



* Es herrscht in Bezug auf die Bezeichuungsweise grosse Verschiedenheit. Jacobi 
bezeichnete die vollständigen üifferentialquotienten mit d, die partiellen mit 8; Euler die 

8 f 

vollständigen mit 8, die partiellen dadurch, dass er sie in Klammern schloss, also — schrieb 

8 y 

Andere setzen x, u. s. w. als Zeiger an, schreiben also für Hi5i2h g x y ) ; di e 

8x 

vollständigen werden zuweilen dnreh D bezeichnet, also — durch D, f (x, v); auch wurde 

rfx 

vorgeschlagen, zu schreiben = u s - w - Bei den »eisten Franzosen wird 

Alles durch d bezeichnet, ohne Rücksicht auf vollständige oder partielle Differential- 
quotienten. 



OD' 
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Beispiele. 5 5 

df( L'' a) =H [fl(y, ' 4 " Jz ' u + Jn >+ a J^ + £My»»' n + Ja >+dj| 

wo « mit //y, 0 mit Jz, y mit gegen Null geht. Da nun mit Jx auch 
iy, Jz, iu gegen Null gehen, indem wie immer y, z, u stetige Funktionen 
sind, so ist 

d* f (y, z. u) > 8y , . . \ 8 * , , / J» 

— ^ = f t (y, z, u) g-i -+- f t (y, z, u) — -f- f, (y, z, u) — , 

, d f (y. *. u) _ 8 f (y, z, n) 8y 8 f (y, z, u) 6 z 8 f (y, z, u) 8u 

d * Ü * rfi ~ 8~y" 8x + d~z 8x + 8u" 8x' , U2) 

in welcher Gleichung die partiellen Differentialquotienten ganz dieselbe Be- 
deutung haben, wie bereits angegeben. 

Es ist wohl aus dem Angegebenen leicht zu ersehen , in welcher Weise 
man sich hier zu benehmen hat, um zum Ziele zu gelangen, * und man sieht, 
dass allgemein: 

d 8f(y ) z t n t T,..)8y 8f( y,z,n,T,..) 8 z , 8f(y,z,n,T,..) 8a \ 
~f(y,z,u, *,..) = - + - --+- - ^1 

8f(y, z, u,t, ..) 8r ( 
8v 8x ) 

wenu y, z, u. v, Funktionen von x sind. Die Formel (13) ist nun die 

allgemeinste Formel für Differenzirung. Man erhält hiernach: 

d(yzuv..) 8. . 8y 8z 8u 8t 
dx = e -(y»"-) = iuv...-+ynT...- + yzT...- + yi n... rx +... 

welche Fovmel die Verallgemeinerung von §.12, V ist. 
Sey etwa zu bestimmen: 

4- [arc (tg = VT^Il '») + a ' arc (tf — VA - **) H- 7 ;i* 1 - 3 a 1 f (x) ]. 
dx 

Man setze «rc (tg = Vi— x 2 ) = y, a 1 = z, l(x) = u , so ist 
?v 8 , , r - = 8z , v 8u 1 

8 v 

Um zu erhalten, setze man (§. 13) 1 — x 2 = v, Vv= w, und hat 
8y 8 . . 8 are(ty = w)8w8Y l e^eü-x 1 ) 1 1 -J , 

87= e -x arc( ^ w)= — 8w — e78x = rr^-8; ir = r+v-2 T - ( ~ 2x) 

__ X X X 

~~ (i + w*)V*~~ o (2-x , )Vr^' 

dann ^ [arc (tg = V^l^x 1 ) a* arc (tg = = x 1 ) + 7 a" - 3 aM (x) J 



* Man fügt jeweils Grössen zu und subtrahirt die nämlichen Gr8sseu, so dass Differenzen 
zum Vorschein kommen, bei denen blos y, oder blos z, u. s. w. sich geändert hat. Statt dann 

die erste dnrch Jx zu diridireu, diridirt man durch Jy, und multiphzirt mit ^ u.s.w., wie 

sich diess aus der Darstellung im Texte toh selbst ergibt. 



56 Bemerkungen zur allgemeinen Darstellung. 

8, ^ , 0 8[y4-..-3zu] 8 y^ 8 fy -f- . . - 3z u] 8 z & [y 4- . ■ -3zu) 8 u 

^| y+ , y+ 7,»-8««j=- - ey - jr x ^ * x + " "ei 

= [H-*J f - X 'r A + fy+Ui — 3n]a' /(a)-3z.-- = 2l= 

1 J V(2-x>) Vl-i»>/ * <2-x*)Vl-** 

-f- [are (tg = VT^H- 14a' - 3 * (x)] a« l (a) - 3 ^ . 

» x 

Zur Uebung legen wir vor: 

h Vl + eomsy *mnx 8x v/ 8x V. Va+x/ 

= - 2 (a V V : ex ör<? <* ^ V aTb * 2 x) '~ aVbT^T 5 8 x * " = * ~ x~ ? 
± (co, x) *" x = (cot x) *» » [«m x * (<o, x) - J ; ^ [<x4-a)'» (x -f- b)» (x -f- c)' . . . .] 

4- . . . woz = (x-l-ar <x4-b) n (x4-c)' . . ; are (jcoi = 



x-»-a x-Hb x-f-C 



VV — b* 8.ax a ax 8 ( . y>v 

— - — ; —ttn -_ - — - • co* -- - — ; — are I gm = — I 

a-r-beo*x 8x — »»x* l/fl-i'i) 1 1^1 — tl'x 1 2* V «7 




VV-y 1 8x 2 |/ 2 s_ y J8x 

Man pflegt zuweilen die Gleicbnng (13) abkürzungsweise auch so zu schreiben: 

8,. v df(y.z,u,v,..) _ 8 f 8y 8f8z 8f8u 8f8r 
, — * CV» Z, U, V, . .) = — -j — - (- -— — - -f- - h : r h.... 

8 x ax 8y8x Ü z 8 x 8u8x c v 8 x 

Ferner ist klar , das« man für jeden einzelnen Kall auch die früheren Satze anwenden 
kann und meistens gleich schnell zum Ziele gelaugt. So sey etwa zu bestimmen : 

■ |4x H a" + 2x* a*' + 3xJ(x)- 5*mxl. 
ax 

Statt nun a' = y , l (x) — z , tin x = u zu setzen , verfährt man geradezu nach den 
Kegeln des §.12 und hat für die gesuchte Grösse: 

r ,8a 1 8x 3 l „^. ea,, , *' x *l J ä'W ,/ .Zsinx 

*b n +a a}+*r 'n +tf, i;J +8 L 1 inr- , - ,w d-'-eT- 

». (W(S. 13. Iii), H"*=lf H = »" 'W 2 = 2 «'-"»>. -*t=t 

u. s. w., so erh&lt man 

4x s a 1 f(a)4-12a« x» 4- 4 x* a*«i(a) 4- 4 x a*'4- 3 4- 3i(x) — 5e<w x 
ajs gesuchten Werth, den man in der früheren Weise gleichfalls erhalten hatte. 

Eben so kann map sich manchmal durch Umformungen helfen. Ist z. B. — ~ x' (g. 15, II) 

c x 

zu bestimmen, so setze man x* = y und hat l (y) = x l(x) , also (§. 11) — 1 ■+- l(x), p 

y oi ex 

= > [l-r-i(x)], d. h. ^x'=x'[l + I(x)|. 

Man Übersieht leicht, dass mittelst der gegebeneu Regeln es möglich ist, alle, auch die 

zusammengesetztesten Funktionen Ton x zu diflerenziren. Hiebet ist es wohl unnöthig , zu 

bemerken, dass wenn nicht x die unabhängig Veränderliche ist, sondern etwas, und p, q, r. . . . 

Funktionen von s sind, man eben so hat: 

d e . , 8fi'p 8f8q ef8r 

- t lp, q, r ...) = - - — 4- r— — 4- — — 4- • ■ . 
ff s 11 8p 8s 8q 8s- 8r 8s 
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Unentwickelt gegebene Funktionen. 5 7 

Wollte man endlich die bereit« in der Anmerkung zu §. 11 beröhrte Beieicbnang der Dif- 
ferentiale einführen, so wäre 

d »/ \j jr/ \ 8y . . 8z ., , 8u . 

f(y,z,u,T,..)dx=:<if(y,z,u,Y,...), — dx — dy,—dx = dz, — dx = du,.... 

j,/ ^ö'j 8f , ef, 

so dass also: d.f(y,z, u, r,..) = -dy + r <iz + — du + — (Jt + ...., 

oy i)i ou ct 



d. f (y, z, u, t, . ,) die unendlich kleine Zunahme, welche f (y, z, u, t, . .) er- 
leidet, wenn y, z, . . . um die unendlich kleinen Grossen dy , dz,.. . zunehmen, und zwar in 
Folge dessen, dass z um die unendlich kleine Grösse dz. sich ändert. 

§. 17. 

Differenzirung unentwickelt gegebener Funktionen. 

I. Im Seitherigen haben wir vorausgesetzt, die zu differenzirenden Funk- 
tionen seyen geradezu, oder, wie man sagt, entwickelt gegeben. Es kann 
sich aber ereignen, dass man eine Gleichung zwischen zwei Veränderlichen 
hat, die im Allgemeinen durch 

f(x,y) = 0 (14) 

dargestellt werden kann. Ist in (14) der Werth von x z. B. gegeben, so 
folgt daraus der Werth von y, d. h. vermöge (14) ist y eine Funktion von x, 
die durch eben diese Gleichung unentwickelt gegeben ist. Es ist klar, 
dass man eben so gut sagen könnte, x sey eine Funktion von y. Aus der 
Gleichung 

5x'y-f 3x«ny — 12«ny-^8 = 0 

folgt also, dass y eino Funktion von x ist, die in einzelnen Fällen wohl ent- 
wickelt werden kann, meistens aber eine Entwicklung nicht zulässt , wie ge- 

rade im vorliegenden Beispiele. Soll mau nun dennoch ■ * bestimmen, so 

wird man beachten, dass nach (14) die zusammengehörigen Werthe von x 
und y immer so beschaffen sind, dass f (x, y) Null , mithin konstant wird. 

Daraus folgt, dass = 0 (§. 11, 1), d. h. [§. 15, Gl. (12)]: 

8 J + *JLy = 0 , (14') 
8x 8y8x v ' 

8 y 

aus welcher Gleichung nun -~ gefunden wird. 

Aus y 3 -f-x 3 — 3axy = 0 

folgt ^ ^ = 3x l -3ay,^ = 3y»-3ax, 

al so 3x'-3ay + (3y'-3ax)^ = 0, ^ = y ^P^- 

Eben so aus: y , -^-2x»y , -r-x«-8axy , = 0: ^" ~ 



6x y'-r-x'y — 4axy ' 

y ._,. =0 :^=*4< y >, 
Ol X* — x v l (x) 



8x — 1 + 2x*y (x-i-y) 
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Es versteht sich von selbst, das* man, statt die Gleichung (14') in der hier vorgeschriebe- 
nen Form zn bilden, ganz direkt nach den früheren Regeln die Gleichung (14) 'ditforenziren 
könnte. So erhielte man aus sin 2 x + y * x 1 — l (x H- y) — 0 : 

! - +! '-'!i +, ''-'-^( ,+ i-:)= o ' 

woraus derselbe Werth wie oben folgt. 

Eben so kann die Gleichung (14') nach den ursprünglichen Regeln abgeleitet werden. 
Geht nämlich x in x 4- A x über, so muss y in y 4- A y Übergehen und x-h Ax, y -h J y müssen 
nothwendig wieder der Gleichung (14) genügen, d. h. man muss haben: 

f(x + Ax, y-+- Jy) = 0. 
Aus dieser Gleichung und (1 4) folgt durch Subtraktion und Division mit A x : 

f(x + Ax, y- H- zfy)- f (x, v) = Q 

also auch 0r <±±*l^ll^>Jl^ 

d h Gr r f(*-HJx,y + 4y)-f(x,y-h Jy) , f(x,y4- Jy)-f(x,y) Ayl _ Q 
L Ax Ay Axj 

IL Gesetzt man habe zwischen den drei Veränderlichen x, y, z die zwei 
Gleichungen 

f(x,y,z) = 0; F(x,y,z) = 0, (15) 

so folgt daraus, dass zwei dieser Veränderlichen Funktionen der dritten sind, 

z. B. y und z Funktionen von x, indem, wenn eine der drei Grössen bekannt 

ist, die zwei andern mittelst der Gleichungen (15) bestimmt werden können. 
8 v 8 z 

Um dann — zu erhalten, wird man gemäss §. 16, Gl. (13) und §. 11, I 

aus (15) ziehen: 

Öf 8fÖy Öf8z _ 8F«F8y8F8z . 

Fx + 87 8x 4 -8-z8-x =0 ' iT + 87 8x^87 SIT 0 ' < l6 '> 

aus welchen zwei Gleichungen die Werthe v on j^, leicht gefunden werden. 

Mau sieht leicht, dass wenn überhaupt zwischen n Veränderlichen x, y, 
z, u, . . ., n — 1 Gleichungen gegeben sind, n — 1 der Veränderlichen als 
Funktionen der n 1 " (z. B. x) zu betrachten sind , nnd dass man durch DiflV>- 
renzirung der n — 1 Gleichungen nach den Regeln des §. 16 die zur Bestim- 
mung der Differentialquotienten dieser abhängigen Veränderlichen hinreichen- 
den Gleichungen erhalten wird. 

Auch hier versteht es sich ganz von selbst, dass statt die durch (15') gegebene Form dor 
zur Bestimmung von -, ~ nOthigen Formeln anzuwenden, man durch unmittelbare Differen- 

O X O X 

zirung nach den früheren Regeln Gleichungen erhalten konnte , die zu demselben Zwecke 
verwendet werden können. 

III. Die Gleichung (14'), in der x, y, ^vorkommen, bildet eine Diffe- 
rentialgleichung von (14). Man kann oft aber durch Verbindung von 
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Höhere Differentialquotienten. 59 

(14) und (14') noch eine weitere Differentialgleichung herstellen. Kommt 
nämlich in (14) eine gewisse Ronstante vor, die auch noch in (14') enthalten 
ist, so kann man dieselbe zwischen beiden Gleichungen eliminiren und erhält 

dann eine Gleichung zwischen x, y, — , die aus (14) folgt, aber jene Kon- 
stante nicht enthält. Die Gleichung (14) heisst die Integralgleichung 
oder ursprüngliche Gleichung von (14') sowohl, als der wie eben angegeben 
erhaltenen. Es folgt hieraus offenbar, dass man sich zu letzterer eine ur- 
sprüngliche Gleichung gehörend denken könne, die eine Konstante, die in der 
Differentialgleichung nicht vorkommt, enthält. (Vergl. §. 90). 

Sey z. B. die ursprüngliche Gleichung: 

y , -+-ai , -H3iH-5 = 0. 
8y 

so folgt daraus zunächst : 2y— +2ax4-3 = 0, 
und wenn man a zwischen beiden Gleichungen eliminirt : 

2y , -2xyj^ + 3x+10=0, 

C X 

eine Differentialgleichung, die ebenfalls zur angegebenen Gleichung gehört, die 
Konstante a aber nicht mehr enthält. 



Dritter Abschnitt. 

DifferenÜalquotienten höherer Ordnung. Bedeutung gewisser 
Differentialquotienten. Vertauschung der unabhängig 

Veränderlichen. 

§. 18. 

Höhere Differentialquotienten. 

I. Im zweiten Abschnitt wurde gezeigt, wie man in allen Fällen den 
Differentialquotienten irgend einer Funktion zu bestimmen im Stande ist. Der- 
selbe ist dabei im Allgemeinen wieder als Funktion der unabhängig Verän- 
derlichen erschienen, so dass man abermals nach dem Differentialquotienten 
dieser neuen Funktion fragen kann. Bildet man denselben , so sagt man, 
man habe den zweiten Differentialquotienten der ursprünglichen Funktion 
bestimmt. Dieser ist selbst wieder eine Funktion der unabhängig Veränder- 
lichen, deren Differentialquotient dann den dritten Differentialquotienten 
der ursprünglichen Funktion bildet. Wie man hier weiter gehen kann, ist 
klar, und man erhält so die Differentialquotienten höherer Ordnung, 
während man den früher kurzweg „Differentialquotient" geheissenen, nun- 
mehr ersten Differentialquotient nennen kann. Was die Bezeichnung an- 
belangt, so sind für f (x) : 
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6() Beispiele. 

8f(x) 8'f(x) 8 3 f(x) 8»f(x) 
8x * 8x* * 8x 3 8x» 

der erste, zweite, , n u Differentialquotient, die raan zuweilen auch durch 

V (x), f'(x). r»(x) 

oder, wenn man vollständige Differentialquotienten bezeichnen will (§. 15) 

d h df(x) d'f(x) dyw d'f(x) 
aurcn — , rfxJ ds „ 

. , ,„ . , 8y 8*y ö J y 8" y , rfy d n v 

bezeichnet. Eben so sind —, — ^ — oder dx , . - 

der erste, zweite, , n u Differentialquotient von y. 

II. Es ist nun leicht , die höheren Differentialquotienten zu bilden, da 
man eben bloss nach den früheren Regeln zu "differenziren hat. So ist 

m(m-l) (m - 2)x ra - 3 

allgemein offenbar -^ = m(m — l) (m — 2)... (m— n-f-l)x ra -°. 

8" x" 

Ist dabei m = n (also m eine ganze positive Zahl), so ist — - = n (n — 1 ) 



... 1 ; ist in positiv und ganz, aber < n, so ist -^r = °- 

t'x x 8x» x 1 fcx* v l 8x 4 

__2 1 3 8"/(x) _■ 2.3.4.. (n- I) 

- 6x« - x» " 

wo das obere Zeichen gilt, wenn n ungerade, das untere, wenn n gerade ist. 

8e* »«e« 8"e* 
8x _e 8x« _e 8x» " 6 ' 

? ÖT = a * 1 (a) ' f£ = »' l' < a > J 8 • ^ = *' [' W 1* • - l' W 3" • 

Es ist ferner — coax = */n(x + J), also da immer (§. 1 3) c "^'t ** 
= (x -4- a) = «n (x + a+ : 

X -) I 

^ , m ^x + - j , — j- = , w + 2 j , „* (je + - j 

8" »w x_ . z' 
' ~8^« _ - nn \* + ' 

welch letztere Grösse — sinx ist, wenn sich n durch 4 dividiren lässt; 
= C08X, wenn bei der Division durch 4 noch 1 als Rest bleibt; — — sinx, 
wenn 2 als Rest bleibt; = — cosx, wenn 3 als Rest bleibt. Ganz eben so 
c'cosx { n\ c-eosx { 2n\ c" cotx f 

T7 - = -«-*=««^+ 2> "Tx 7 ~ ==fM v x 27 x- = H x+ 2> 
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Beispiele. 61 
Sey y = arc(tff^x), so ist j£ = cos*y(§. 13, V); demnach -^^^ 

8 <ro« 1 y 8 y 0 • 8 y «. j .« ■> 

= "T7^ = ~ 2 ™ Ä y Äwy fx =" — 2 « w y cö * y coa y = — «« 2 y y 

— xm ^2 y -f- cos^y. 

T , . . 8'y 8(nn2y co**y) 8y Irt , „ . « 

Dann ist ^ = — - — ^ ~ = — l2cos2yco8*y — 2sin2yco8y 

siny] cos 7 y = — 2 [cos2 y co*y — 0tn2y«thy] co* 3 y = — 2cos3yc0* 3 y = 
2 «m (3 y 4- cöä 3 y. 

Man vermuthet daraus, dass allgemein für y = arc {ig = x) : 

^=2.3...(n-l)«»(ny + ^)«>,»y. (a) 

Der Bewein dieser Behauptung wird durch diejenige Beweisform geführt, die man den 
„Schluss von n auf n+ l u nennt, welche wir bereits in der Note zu §. 5, 1. angewendet haben. 
Sie wird immer gebraucht, wenn man ein thatsachlich gefundenes und als richtig ver- 
muthetes Gesetz genau erweisen will. Wir nehmen also an , die eben angegebene Gleichung 
gehe für n = 2, 3, .... rund zeigen, dass sie dann auch nothwendig für n = r-r-l 
gelten muss. 

Sey also 

^=2.3...(r-l)m(ry + ^) CO ,'y, (b) 

so erhält man hieraus durch Differentiation : 

8 r+1 y 00 / ,x 8 r • C rn\ 

^ttt = 2 • 3 • • . (» - 1 ) ä - [«« (* y + 2 ) y] 

= 2.3...(r-l)^J««(r, + ^)e«*-y]J-j[ 
= 2 . 3 . . . (r — 1) [r c os Q y -+- y^) cos* y — r sin ^ r y ^) cot ' ~ ' y ** n ?1 cot * y 
= 2 . 3 . . . r [cos ^r y H- cosy — «n^ry -f- m y] cos r + 1 y 

= 2.3...r<;o*^^y^-y-^y^^o^ ^ - , - , y = 2 . 3. . .r sin £(r-hl)y + ^y^J<?o* r+l y. 

Da aber diese Formel, welche richtig ist, wenn die Formel (b) es ist, 
aus (a) hervorgeht, wenn man für n setzt r -4- 1 , so folgt daraus , dass wenn 
die Formel (a) richtig ist für n = r, sie nothwendig auch richtig seyn muss 
für n = r -I- 1. Für n = 2, 3 haben wir die Richtigkeit von (a) unmittelbar 
erkannt, so dass (a) auch gilt für n = 4 ; mithin nun auch für n = 5 u. s. w. — 
d. h. (a) gilt für jedes n. 

III. Man wird nun auch leicht folgende allgemeine Sätze für richtig er- 
kennen: ~~ ist der n" Differentialquotient von y, der n — 1" von ~ t der 

8'y 8 n— 1 y 

n — 2 u von --^ der erste von ^ri- 

8"(y±* ±u...)_8 n y 6" z , 9" n 8 B (y + C) _ 8" y 8" (Cy) 8"y 

8x n "ex^ex^ex»' ' " ' ~ ex» ex»' 8x n 8x n " 
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62 Höhere Differentialquotienten von yz. 

§. 18'. 

Die hohem Differentialquotienten des Produkts y z. 



d u (y *) 

Wir stellen uns die Aufgabe, den Werth von . . , wenn y and z 
Funktionen von x sind, zu ermitteln. Nach §. 15, III kann man diesen Werth 

gn (y 2) 

übrigens eben so wohl auch durch * n bezeichnen, da ein „partieller Diffe- 
rentialquotient nach x M hier keinen Sinn hätte. 
Nach §. 12, V ist 

d(yz) _ 8z 8y 
dx ~ y 8x + 1 8x* 
Differenzirt man nochmals, so erhält man: 

d' (y z)_ d /* 8z\ d /- 8y"\__ 8j_z 8_y 82 8»y 8t 8 y 
dx 1 — dx VÖxy^dx V8xJ — y 8x*" + "8x8x + Z öx ,_h 8x 8x 

- y 6V+ 2 e^bx" + ex' s - 

Eben so ergibt sich : 

d'fr«) 8»x , 0 8y 8'z , 0 8»y 8z , 8»y_ 

dx» '8x J ~ t ~ 8x 8x* 8x* 8x"^8x* 
Daraus schliesst man, dass allgemein: 

d"(yz) 8" z n 8y 8 1 *-' z n(n — 1) 8*y 8"~ 2 z 8" y 

"~d~?~~" y 8x^ H ~T 8~I 8x"~' + ~T.2 8x ! 8x»-2 + + 8x^ Z ( ' 

sey, worin die Koeffizienten die Binomialkoeffizienten für die Potenz n (§.5) 
sind. Der Beweis der Richtigkeit wird durch den Schluss von n auf n + 1 
geführt (§. 5 Note, §.18, II). 

"Wir wollen nun von dorn Satze (16) einige Anwendungen machen. 

8e** 8* e»' '8 n e ai 

I. Da-^ = ae*', -^ r = a , e^, , = a" e", so sey in (16) y = e b \ 

z = e", alsoyz = e(* +b >*, 8 -^ = (a + b) B e'^«, und man hat: 

(a -+- b) n b > 1 = e b * a n e* 1 + - J- b e b ' a—' e» 1 ■+- ^ b* e b 1 a»-* e' 1 + . . -f- b" e b 1 e" «. 

Da der Faktor e (M - b,x = e bl e* 1 beiderseitig vorhanden ist, so kann man durch 
ihn dividiren und hat: 

(a 4- b)» = a» + y a— » b + a-» b« + -f- b" . (17) 

was auch immer a und b seyen. Diess ist der binomische Satz für ein ganzes 
positives n (§. 5). 

8" x m 

II. Man setze y=x a , z=x b und beachte, dass = ra (m- 1 ) . . . (m-n4- 1 )x n,_n , 

so folgt aus (16), indem yz = x'x b = x'+ b , = (a-f-b) (a + b- 1) 

(a-+-b— n-f-l)x* +b -°: 

(a-l-b) (a + b— I)... (a-f-b — n-Hl)x^ b - n = xVb(b—l)..(b — n-M)x b -" 

+ yax»-'b(b-l)..(b-nH-2)x^'4-^ 1) a ( a -l)x'-»b(b--l).... 

...(b-n + 3)x b - n+, + -f-a(a— l)...(a~n-t-l)x*- n x b . 
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Beispiele und Folgerungen daraus. 63 

Man sieht leicht, dass x^*— beiderseitig Faktor ist; lässt man ihn weg, so ist 
(a + b)(a + b-l)..(a + b-n-hl) = b(b-l)...(b-n-»-l)-l-.f ab(b-l)..(b-n + 2) 
+ i(n-l) a(& _ l)b(b _ i) (b _ n + 3) + + . (a _ n+1) . 

Dividirt man endlioh beiderseitig durch 1.2....n, so findet sich leicht: 
(a-+b)(a-J-b-l),..(a + b- n-M)^ b(b-l)...(b-n-Hl) a b(b- 1) . . ( b-n + 2) 

1-2 n 1.2 d 1 * 1 .2....(n— 1) 

i a(a-l) b(h-l)..,(b-n + 3) a(a-l)...(a-n+l) ,, Qv 

1.2 ' 1.2....,(b-2) * + ~72T7. n * (,8) 

a und b mögen seyn, was sie wollen. 

III. Man soll den Werth von 

8 ~[(i-a) m *(*)] 

für x=a ermitteln, wenn m eine positive ganze Zahl ist, wobei vorausgesetzt ist, 
, t . 8y(x) 8" <p (x) 

aass qp (xj, — g— — , , ^ ^ n für x = a nicht unendlich gross werden. 

Man hat aus (16): 

£- n [(x- a)* g> (x)] = (x - a)» (x) 4- D T m (x- .)-■ (x) + ^£=jl> m(m-l) 

(x — a) m -» p»- 1 (x) + . . . . 4- m (m — 1) (m — n-M) (x-a) m -"v>(i), 

wenn man .die Differentialquotienten von qri (x) mit <p' (x) gi n (x) bezeichnet. 

Die eben angegebene Gleichung setzt stillschweigend voraus, dass m>n sey, 
da sonst die letzten Glieder bereits weggefallen wären ; ist nämlich 

8 m ( x — a )«u ym-t-l / x a \ra 

m<n, so ist — = (m — 1) ...1, = 0 u. s. w., also schliesst 

dann die Reihe mit dem m + r Gliede, d. h. mit ° ( " ' ' ( " ~™ + — 

m(m — l)...lqp— »(x) = n(n— l)...(n — m -I- 1 )<*>"" m (x). 

Bezeichnen wir nun durch <p r (a) den Werth von <p r (x) für x = a, so folgt offen- 
bar aus obiger Gleichung: Es ist für x = a 

g a (0, wenn m>n, J 

— [(i-a)>(x)]= m(m-l)...lf(a),wennm = n. [ (19) 

(n(u — l)...(n — in-+-l)*' n-n '(a), wennm<n. ) 

IV. Setzt man in (19) <jp (x) = = tp (x) n - m , wobei wir i/> (a) nicht = 0 
voraussetzen wollen, so ist : 

!0, wenn ra>n, 
m(m-l)...l,weimm = n, (20) 

wobei die Anhängung von x = a bedeutet, man solle nach vollzogener Differenzirung 

it> (&)" 

x — a setzen und beachtet wird, dass für n = m: ■ , s ■ = 1 ist. Dabei haben wir 

tf> (a) m 

\p (a) nicht Null vorausgesetzt, um im zweiten und dritten Falle keinen Schwierig- 
keiten zu begegnen. 

Setzt man in (19) n — 1 statt n, so hat man 
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04 Beispiele und Folgeningen darauf». 



0, venn m>n — 1 , 



_ | — — * « w t w «. uu ui ^^»^ a* a f 

— I (i-a)>(i) I _ = jm(m — 1)... ly(a), wenn m = n— 1, 

L J * _ * '(u— J)(n — 2)...(n — ra)v n - ra -'(a),wennin<n — 1. 

i 8 

Setzt man nunmehr in dieser Gleichung <r (x) = ^ [«f» 00" ]=« V (x)"~ n, ~ l «/>'(x), 

wobei wir wieder (a) nicht Null voraussetzen wollen, so ist 

i)"-' r/x— a\ m 8 , , 1 

^LUwJ ^-* (i),, _L. 

/ 0, wenn m>n — 1, 

|m(m — l)...l.n^(a) n - m -'i/; < (a), wenn m = n— 1, 

| (n - 1) (n - 2) . . . (n - m) -f^~-, [ n * 1 *' (*)], = ^ wenn m <n - 1. 

Für m = n — 1 ist aber n — in — 1 — 0, also ip (a) n ^ m ~' = 1 , da nicht y (a) = 0 : 
ferner dann m(m — 1). .. 1 .n — n(n — l)...l. 

Eben so ist (n - 1) (n - 2) ... (n - m) [n *p (x)— — 1 t/,'(x)J 

= n(n-l)...(n-m)^ n — , [— ^*(«>~J 



so dass 



= n(n— 1).. . (n — in -Hl) [y (x)—"] . 



(21) 



(0, wennm>n-l, 
_)n(n— 1) l>//(a), wennm = n — 1, 

— ■ flu— m r- -i 

{ n (n — 1) (n — m-r- 1) — — [y, (x) — _ , wenn in <n — 1. 

Wir werden von diesen Sätzen später Gebrauch machen (§.59). 

V. Seyy = «rc(,m = x),also ^ = ^L= = (l-x*r> , ^ = _I(l-x»)- ? 

( ~ 2x)= V7i^' 80 i$t offenbar (1 ~ X?) Ö = X H- 

8 n— 1 r b , vi 8 n ~' r t*vi 

Daraus folgt: — , [(1 - = fc — , [x . 

Nun ist ö- (1 — x ? ) = — 2x, — :(! — x 2 ) = — 2, alle höheren Differential- 
8 x v i)x" v 

quotienten davon = ü , mithin hat man : 

n lM 8 B y,D-2e»-'y (n-2)( n-3) 6— 'y 6»-'y n-2 8»-»y 

woraus folgt : (1- x«) — ^ = (2n - 3) x ^ + (n-2)' — £ , 

8"y 8" -, y 8 n_i y 
eine Formel, die ^- aus , tf — i finden lehrt. Sie gibt: 



(1- 


x*)i ,y =x 8y 




(1- 


X) 8x«- 3x 8x* 


^8x' 


(1- 


' 8x* 8x' 


^ 8x» 



igmzea Dy 



Googl 



Höhere Differentialquotienten tod Funktionen mehrerer Funktionen. 65 

» 

VI. Seyy = arc(^=x),also^ = i ^ = (l^-x J )-^^=-(l^-x I ^ , (2x) 

2x , 8*y 8y 

= — — — — jp , so ist (1 -f-x ) ^» — — 2x^, woraus ganz wie oben folgt: 

M-i-.n 8 "? i n - 2 g T 8 "~'y , (n -2)(n-3) 8"-«y _ 8-» y n-2 8—» y 

d.h. 0 + O 8T ^ = -2(n-l)x^-(n-2)(n-l)H_f, 

welche Formel ganz eben so benützt werden kann, wie die entsprechende in V. 

§. 19. 

Höhere Differentialquotienten ?on Funktionen mehrerer Funktionen. 

I. Seyen y, z (stetige) Funktionen von x, f (y, z) eine Funktion beider 
Grössen, so ist (§. 15, II): 

d df 8y 8f 8z 

^ » (y* */ b x 8Ü b x * 

Demnach (§. 12, IV, V): 

d-f(y.z)^ d SdT\ 8y 8f 8^y d \ 8z 6f 8Vz 
dx* dxV8y^'8x 8y 8x ,_t ~dx \.öij'txbz dx^ 
8 f 8 f 

Nun sind ^ , ^ im Allgemeinen wieder Funktionen von y und z , so 
dass (§.15, II): 

8 8f 8J 
d f 6fN 8y 8y 8y 8z _ 6'f 8y 8'f 8z 
dxV8yy — 8y Bx" 1 " 8z 8x — 8y* ex^SyexSx' 

wo nun g-p bedeutet, man solle f(y, z) zweimal bloss nach y differenziren, 

8*f 

wobei also z wie konstant angesehen wird; ^— ^ bedeutet, man solle f(y,z) 

zuerst partiell nach y, dann das Ergebniss partiell nach z differenziren. 
Eben so ist 



d Sb(\ = 8'f 8y 8»f 8z 
dx \.Qz) _ 6z8y Bx^ez» 8x" 



«II. Was nun die hier vorkommenden Grössen betrifft, so ist 

8*f 8*f 



(22) 



8y8z 8z8y' 

d. h. es ist gleichgiltig , ob man zuerst nach y und dann nach z differenzirt, 
oder ob man in umgekehrter Ordnung verfährt. 

8 f 

Um diesen Satz zu erweisen, beachten wir, dass ^ der Gränzwerth von 
t jj + 4y,*) — f(y.«) ^ för ein unen( jH c h abnehmendes Jy) ist, so dass man 
setzen kann (§. 15, I): 

!<y + Jy.i)-f = 4». (a) 

nieng er, Differential» u. Integral-Rechnung. 2. Ann. 5 
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b't 8 l f 

ßf> Beweis das» — = - — — . 

OO by 8z 8z 8y 

wo a mit z/y gegen Null geht. Dabei hängt natürlich a von y ond z ab. Ißt 
^ = (p (y, z), so hat man also 

f(y 4- Jy , z) — f(y, z) = [>(y, z) + «]4y. (a') 

Setzt man in dieser Gleichung z 4- z/ z an die Stelle vonz, so wird dieselbe zn 

f(y4-Jy, « + Ji)-f(y,z + Jz) = [ v (y,z + Ji) + a'j4y, (b) 

wo er' der Werth von a ist, wenn man z + Jz statt z in letztern einsetzt. 
Da a von y nnd z abhängt, so ist also nach §. 15, I auch 

«'-« = (]£ + «t)^, (c) 

wo «j mit Jz gegen Null geht. Die Grösse a' geht (wie a). nothwendig 
gegen 0, wenn Jy gegen Null, wie sich diess aus der Gleichung (b) auch 
unmittelbar ergeben würde. * Demnach geht, was auch Jz sey, die Differenz 

a'—a (mit z/y) gegen Null, so dass, nach (c), die Grösse ~ 4- a t mit z/y gegen 

Null gehen muss. 

Aus (a'), (b) und (c) folgt : 

f(7H- Jy.z4-Jz)-f(y,z4- Jz) _ f(y + J y, z)-f (y, z) 
JyJz JyJz 
_ »(y, z4-J z) — 9»(y,z) , 8a , 

— -« 7, 1- «i • (d) 

Lässt man hier die Grössen z/y, Jz gegen Null gehen, so ist der Gränz- 
werth der ersten Seite dem der^weiten gleich. Letzterer ist aber (§. 15) gleich 

8 . . 8 8f 8»f 



8 1 w ' 8z8y 8yÖz* 
8 f 

Ist eben so ^ = ^ (y, z), so hat man 

f (y, z 4- Jz) - f (y, z) = O (y, z) 4-/?] Jz, 
f(y4- Jy, *4- Jz)-f(y + Jy, «) = (>(y4- Jy, z)4-<Tl Jz, 

wo /? und ß' mit z/z zu Null werden, ß t mit z/y und |£ 4- mitz/z. 
Daraus folgt 

f (y 4- Jy, z 4- Jz) - f (y 4- J y, z) _ f(y,z4- Jz)-f(y,») 
« Jy Jz Jy H t 

_ »(yH- Jy. z)-»(y,z) 8* 

~Jy h 8y (e) 

Der Gränzwerth der zweiten Seite mit abnehmenden Jy, Jz ist 

8 , 8 8f 8*f - 

-*(y,z) = __ = ___ t 

und eben diese Grösse ist also auch der Gränzwerth der ersten Seite. Da 
aber die ersten Seiten in (d) und (e) identisch sind, also gleiche Gränzwerthe 

* Alle Grössen a in (a) gehen gegen Null mit Jy, was anch z sey, mithin auch 
wenn z-h Jz an die Stelle Ton z tritt. 
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Differenzirung zusammengesetzter Funktionen. 67 

haben, so müssen auch die zweiten Seiten solche Gränzwerthe besitzen, 
woraus die (22) folgt. 

III." Demnach ist 

£ 8»f f8yV , g 8'f 8y 8z f^f f8zV 8J_ 8'y 8f 8*j 

Es ist leicht zu übersehen, wie man hier weiter gehen kann und das.«, um 

d 3 f(y,z) , , d /8 £ f\ 8'f 8y , 8'f 8z 

-jp- zu bilden, man beachten muss, dass - {~ t ) = 8? - + ^ , 

(Ii) = 2 S"x fp ( §* 13 > - 

So erhält man : 

d»f(y,z)_r8»f 8y 8'f 8z~| f8yV /fSyg'y r 8'f 8y 8'f 8zT 

dx' l_8y'8x 8y'8z8xJ 8y l 8x 8x»" t "*'Ley 8z8y 6x 8y8z , 8xJ A 

8 I ^ + 2-^ ^ 9-^^— F 8 * f 8y 8'f 8z~j f8zy o — f — — 
8x8x 8y8z 8x s Sx 4 " 8y8z 8x Öi'^Lez^y ex^Sz» 8xJ VBxy + 8z*8x8x» 
*1+*1L *± \ ^!Z^_ 8 1 8'y r 8»f 8y 8^f 8_z-| 8^z 8f 8^z 
Löy 2 8x + 8y8z 8xJ 8x ,H ~8y »x'^bxßy »x 8xJ 8x J + 8z 8x»* 

Da nun, dem Obigen gemäss, bei zwei Differenzirungen, die auf einander 
folgen, die Ordnung der Differenzirung gleichgiltig ist, so ist auch 

8'f 8»f 8'f 8»f _ 8'f = 8'f 

8y8zby~~8y8y8z~8y !! 8z' 8z'8y~ 8z8y8z ~~ 8y Öz J ' U ' "* W '* 

so dass 

8' N—i^f/^yY o 8>f /^A 2 8z 8'f 8y /8zV 8»f /8 * V 

8x' f(y,K) ~ 8y» Ktx) + 8y*8z V8x/ 8x by 8z 1 8x 8z* V8:J 

^i 0 !! 8 -! 8 !! qJÜL 8 !! 8 ^ 8 ' f 8y 8 2 z 8'f 8 z 8» z 8 f 8»y 8f8'z 

8y» 8x 8x* 8y8z 8 x* 8 x H ~ 8y 8z 8 x 8 x l 8 z l 8 x 8 x J 8 y 8 x» 8z 8 x* " 

Wie man hier weiter gehen kann, ist wohl klar; ebenso, wie man sich' 
zu benehmen hat, wenn man «ine Funktion von mehr als zwei Funktionen 
von x hat. 

Die direkte Rechnung nach den früheren Regeln führt gemeiniglich 
rascher zum Ziele. 

So z. B. um ~ t £x J y (j^) ] ™ finden, hat man (§§. 12, 13): 

r ö,y v+2x» 8y öIy 8, y +4iv 8,y ö,y -4-2x* 8yö ^^+2x«y r^v 

+ * V87*J +2X 8i8?87' +4iy e?87 3+23t 8x8x*8x' + 2X y Vbx'J 
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Unentwickelte Funktionen. Beispiele. 



Höhere Differentialquotienten bei unentwickelten Funktionen. 

IV. Ist eine Gleichung f (x, y) = 0 gegeben und man soll ^ . . . 

daraus bestimmen, so hat man, indem man diese Gleichung nach einander 
mehrmals differenzirt (§. 17, I): 



*± + *l b l = 0 
8x 8y8x 



8y 8x* 



8'f 8»f 8y f 8»f 8»f 8y\ 8y £ 
8x ,_, "ex 8y Bx^Vöx öy 8y«8x/8x C 
8'f „ Ö*f 8y 8*f /8y\» 8f 8»y A 

woraus ~. s-ii... folgen, indem man zuerst ■=- aus der ersten Gleichung 
8x 8x* ° 8x ° 

bestimmt, und dann diesen Werth in die zweite einsetzt, u. s. w. Im be- 
sondere Falle wird man durch direkte Differenzirung den Zwetk eben so 
leicht erreichen. 

Hat man z. B. die Gleichung 

x e y + Sx««y — 22 = 0, 

so folgt daraus e» + ie» ^-~H- 3#iny + 3 xco*y — =0, 

4-3xeo#y|-^ = 0, 
8x* 

oder 2# ||4-xe 7 (^)V6^y^_3x«»y(^)Vxe y ^4-3x eM y ^=0.etc. 

V. Aus dem bisher Dargestellten geht wohl rar Genüge hervor, dass mit Hilfe der Regeln, 
die im ersten Abschnitt gegeben wurden , die Bildung eines jeden Differentialqnotienten mög- 
lich ist und einem Anstände wohl nicht unterliegt. Gewöhnlich ist die direkte Differenzirung 
der nach §. 19 Tollxogenen vorzuziehen , da sie natürlich dasselbe Resultat gibt und gewiss 
leichter im Gedachtniss zu behalten ist. Zur üebung wollen wir nun noch einige Differential- 
quotienten vorlegen. 

JL /lüY-R/^yY 8 **. 8 IY 8v Y 8, n_o 8 y f 8 'yY . f 8 yY 8, y. 

8xV8xJ- ö Ux7 8x»' 8xLV8x7 8 xU -Z 8x UxV + VeV 8x 1 ' 

dxL 8x»^ X 8xJ ° X 8x I ^8x^ X 8x«' 

d ° X7 dx = 7 QxQi'^ X KtxJ 8x»^ Xy V8xV Xy 8x 8x» 

8x* V8xV 

Öy 8»y f 6 *J\* 8y 8'y 8yfc'y 

8x 8x» _ X V8xy " > " X 8x 8x 3 bxUx* . 
dx x ~ x l 

8 8 y 8jy 
8 ./8^ 8x» 8 Z' 8y>y 8 x« 
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§. 20. 

8y 

Bereits in %. 11 haben wir auf die geometrische Bedeutung der Grösse - aufmerksam 

8 x 

gemacht. Wir wollen hier nun noch einige verwandte Untersuchungen Ober Bedeutung von 
Differentialquotienten zufügen. 

Wachsen und Abnehmen einer Funktion. 

I. Sey y eine stetige Funktion von x , und es nehme x um das positive 
Jx zu, werde also zux + z/x, so wird y zu y-f- dy werden, und wenn nun 
Jy positiv ist, so hat y zugenommen; ist dagegen Jy negativ, so hat y ab- 
genommen. Da wir Jx positiv voraussetzen, so werden wir offenb* auch 

sagen können: Wenn 4^ positiv ist, so hat y zugenommen; dagegen abge- 
nommen, wenn dieser Bruch negativ ist. Denken wir uns nun Jx sehr klein, 
so wird natürlich das Gesagte ganz eben so gelten , und immer wahr seyn, 
wie klein auch dx seyn mag. Da aber (§. 15, I) * 

und a sehr klein ist, wenn Jx es ist, so wird für ein Jx, das klein genug 

Jy 8 y * 

ist, die Grösse ~ dasselbe Zeichen haben , wie ^ , indem letztere Grösse 

einen bestimmten endlichen Werth -hat, also schliesslich immer gegen a 

8 y 

überwiegen wird, wenn nicht etwa für den speziellen Fall ^ = 0 wäre, was 

wir nicht voraussetzen. Hieraus folgt der Satz: 

8 v 

Ist (für einen bestimmten Werth von x) ~ positiv, so wächst y mit 

8 y 

wachsendem x und nimmt also auch ab mit abnehmendem x; ist dagegen ^ 

negativ, so nimmt y ab mit wachsendem x, nimmt also zu mit abnehmendem x 
(für kleine Aenderungen des betrachteten Werthes von x). Da auch 

8y 

A y = ~ Ax -f- a A x. 
8 x 

und für ein sehr kleines Jx auch a schon sehr klein ist, so schliesst man 
hieraus leicht noch, dass y (für kleine Aenderungen von x) um so bedeuten- 

8 y 

der sich ändern wird, je grösser der Werth von ^ ist. 

Natürlich wird man eben so auch sagen können, dass ^ mit wachsen- 

8*y 8 : y 
dem x zu- oder abnehme, wenn — , positiv oder negativ ist; dessgleichen — , 

mit solchem x zu- oder abnehme, wenn ~ positiv oder negativ ist, u. s. w. 

* Ist y = f(x), so ist f(x + Jx) = y + Jy, also f (x + Jx) — f(x) = A y , so dass 
die Gleichung (8) in $. 15, I jetzt heisst: 

L<Jx J Ax 8x 
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Differentialquotient einer ebenen Fläche. 



Difl'erentialquotient einer ebenen Flache. 

II. Sey AB eine beliebige krumme Linie (Fig. 2), deren Gleichung für 
rechtwinklige Koordinatenaxen man kenne; MN die zur Abszisse OM = a 
gehörige Ordinate, eben so PQ die zu OP = x gehörige Ordinate y, die 
Fläche MNQP = u, so wird u eine Funktion von x seyn, da sicher diese Grösse 
sich ändert, wenn x sich ändert. Dabei setzen wir voraus, dass u wachse 
mit wachsendem x (Nr. I) und dass y positiv sey. Man soll den Werth von 

1^ ermitteln. 

0 X 

Setzen wir PF^Jx, ziehen die Ordinate P'Q' = y + Jy, so wird 
der neue Werth der Fläche u, also u + zlu seyn, so dass 
PP'QQ' = Ju. Wie auch die krumme Linie beschaffen sey, so wird man 
Fig. 2. Jx immer klein genug annehmen könuen, dass 

y B die krumme Linie zwischen Q und Q' nur steigt 



A 
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4 



s 



TP' 



oder nur fällt (d. h. dass die Ordinaten zwischen 
PQ und P'Q' alle wachsen, oder alle abnehmen). 
Zieht man nun QS, Q'R parallel I mit der Abs- 
zisseuaxe OP, so wird das Rechteck PP'Q'R 
grösser seyn als Ju, während PP'SQ, kleiner ist 
als z/u. (Würde die Kurve zwischen Q und Q' 
fallen, so wäre das Umgekehrte richtig; wie man aber leicht sieht, ergibt 
diess schliesslich dasselbe Resultat). Da nun P'Q' — y -hJy, so ist das 
Rechteck PP'SQ^yJx, PP'Q'R = (y H- Jy) Jx, so dass also z/u ent- 

halten ist zwischen yz/x und (y + Jy)Jx, mithin ^- zwischen y und y-j-Jy. 

Lässt man nun Jx unbegränzt abnehmen, so wird auch z/y unendlich ab- 
nehmen, so dass y und y + Jy mehr und mehr sich nähern. Daraus folgt 
(§. 7, I), dass ör£| = j t d. h. 

g-^ — y (u wachsend mit x und y]>0). 
Da (8. 15, 1) Ju = Jx-haZfx = yJx-+-a Jx 

und a mit unendlich kleinem z/x selbst verschwindend klein wird, so kann 
man auch sagen, dass für ein unendlich kleines Jx das Flächenstück PP'Q'Q 
als ein Rechteck von der Grundlinie Jx und der Höhe y anzusehen sey. Wir 
weiden später ein solches (unendlich kleines) Flächenstück ein Element 
der Fläche nennen. * 



Differentialquotient eines I 



JOgOTlS. 



III. Sey FG (Fig. 3, siehe nächste Seite) eine beliebige Kurve, OQ=x, 
QM=y, QR=Jx, RN = y-hJy, ferner der Bogen FM, von dem (beliebigen) 

* Bezeichnet man das unendlich kleine Z/u durch du, das unendlich kleine Jx durch dx, 
so ist also du = y rfx. 
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Punkte F aus gezählt, gleich s, so ist s eine 
Funktion von x, alsoMN = z/s. Man ziehe 
nun die Sehne MN, und denke sich an den 
Punkten M und N die berührenden Geraden MD, 
DN an die Kurve gezogen. Da man Jx klein 
genug wird annehmen können, dass der Bogen 
MN seine erhabene Seite immer nach der- 
selben Richtung hin wendet, so ist die Summe 
der Geraden MD 4- DN grösser als der Bogen MN, während letzterer grösser 
ist als die Sehne MN, wie man in der Elementargeometrie beweist (vergl 
etwa Legendre, Geometrie, Buch IV, Satz IX). 

Man verlängere nun die berührende Gerade MD, bis sie die Ordinate 
RNinKtrifft; alsdann istMK-f-KN >MD+DN, also auch MK-hKN >/Js. 
Ist nun a der Winkel PMD, so ist tg a = |? (§. 11) un d MK = ~ 

, — - t 6x ° ' eoSa 

= 4xyi + (|l); weiter ist PK = MV tga = Jx^, PN = Jy, also 

H - J y= dx Gl - IQ j MN = vwh^pj wx YH%y> 

mithin 

Mit abneh mendem Ax werden die erste und dritte dieser Grössen zu 
+ G£) ' 80 dass ( §' 7 ' !) 

Diese Gleichung setzt allerdings nur den Fall der Figur voraus, d. h. 
dass s wachse mit x. * Würde s abnehmen mit wachsendem x (wenn die 
Bögen etwa von A gegen F gezählt würden), so hätte man (§. 20, I) 



* Der Fal) der Figur ist der, dass s mit x wächst, der Winkel a spitz ist und die Kurve 
ihre hohle Seite nach der Richtung der negativen y wendet. — Der Winkel o, den die nach 
dem wachsenden Bogen verlängerte berührende Oerade mit der (positiven) Abszissen- 
axe macht, wird positiv oder negativ seyn, je nachdem diese Gerade Uber oder unter der mit 
der Abzissenaxe parallelen Geraden M P liegt. Von F bis A ist er etwa positiv , von A bis G 
negativ u. s. w. — Spitz ist er alsdann so lange, als s mit x wächst , stumpf im entgegenge- 
setzten Falle. — Mau hätto also zu unterscheiden : 

9 y 

1) o positiv spitz , also r-^ > 0. Jetzt bestehen genau die Formeln des Textes. 

o x 



8y 

2) a negativ spitz, also ^ < 0. 

0 X 



Zeichnet man die Figur, so findet sich MK 
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Man kann sich auch leicht überzeugen, dass das Resultat noch gilt, wenn die 
Kurve ihre hohle Seite entgegengesetzt wendet. * Allgemein also ist : 

in welcher Formel das obere Zeichen gilt, wenn s mit x wächst, das untere 
im entgegengesetzten Falle. Für unsere Figur, wenn s von F aus gerechnet 
wird, gilt das obere Zeichen von F bis A, und B bis G, dagegen das untere 
von A bis B. Würde man s von G aus rechnen, so gälte das obere Zeichen 
von B bis A, das untere von G bis B und von A bis F. 

Es folgt hieraus, dass für ein unendlich kleines Ax man das Dreieck, gebildet von 
MP = ^fx, PN = zfy und Bog. MN — As als geradlinig ansehen darf; denn alsdann folgt 

GO ='-(*{)■ 

Begreiflich heisst dicss dasselbe, als wenn man ausspricht, es falle die Sehne MN für ein 
unendlich kleines A x mit dem Bogen A s zusammen. 

Differentiatquotient eines Fl&chenausscbnitts. 

IV. Sey AM (Fig. 4) eine beliebige Kurve, welche auf Polarkoordinaten 
bezogen sey; 0 der Pol, OA die Polaraxe. OB sey ein bestimmter Fahr- 
strahl, MO=r ein zweiter, der zum Winkel MOA=w 
gehöre; u sey der Ausschnitt BOM. Lässt man <o 
um MON = ^/üi wachsen, so nimmt u um den Aus- 
schnitt MON=//u zu, und man wird wieder Ja 
klein genug nehmen können, damit zwischen M und 
N die Fahrstrahlen beständig zu- oder abnehmen. 
(Für unsere Figur hat das Letztere Statt.) Man ziehe 




also *Y*+G0 Y^Qff. -raus ^^(^ m 

3) « positiv stumpf. Dieser Fall ist der verkeh rte Ton dem in Nr. 2, so dass man bloss 
— dx für Ax zu setzen bat und erhält ~ = — ^ i+QZ^ 

4) a negativ stumpf. Ist der verkehrte Fall 1, und ergibt sich also |i = _ l+f- 1 }* 

Granze, wo sie zu f --Y= 1 filY j D 

V« *J + Ve x) Wird ' för den Bo «* n " «M». ( Vergl. §. 47.) 

'h .,* Ei . ne ? U " e heiS8t erhaben oder hohl in einom Theile ihre» Laufs wenn in Hi«* m 
Aheue d,e Aendenmg der Richtung ihrer Elemente immer in dem^be, ^ste voTsich geht" 
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alsdann mit den Halbmessern OM = r undON = r-t-Jr um O die Kreis- 
bögen MM', NN', deren Längen also rz/<o, (r-f-//r) den seyn werden, so ist 
Ja enthalten zwischen den Kreisausschnitten MOM', NON', deren Flächen 

sind^, fe±^- d.h.^ ist enthalten zwischen ^ und = £ 

-f-rz/r -f-^(Jr)*. Lässt man Jw unendlich klein werden , so werden auch 
r^fr, |(^r)* es werden, mithin wird man wie in II haben: 

8 u 

— = Jr*(u wachsend mit o»), du^^^da. 

O CO 

Man kann also hier sagen, dass das unendlich kleine Element MON=<fu 
als Kreisausschnitt anzusehen sey, dessen Mittelpunktswinkel dv, und dessen 
Halbmesser r ist. 

Differentialquotient des Inhalts und der Fläche eines Rotationskörpers. 



V. Die krumme Linie» NQ (Fig. 5) drehe Fig. 5 

"A 



sich um die Abszissenaxe OP und es beschreibe ^ x' jt 

dadurch die Fläche MPQN einen Körper, dessen 



/T 



Inhalt = v sey; sey ferner OP = x, so wird, da 
MN fest ist, v eine Funktion von x seyn. Sey PP' 
= Jx, so wird die Fläche PQP'Q' das Körperstuck 
Jv beschreiben, und dasselbe ist immer zwischen 

den zwei von PP'QS und PP'RQ' beschriebenen ° M V F ' M ' 
Zylindern enthalten, deren Inhalte sind y*nJx und (y-f-zfy)'^ Jx; mithin 

ist ^ enthalten zwischen y 2 n und(y + Jy) J ^, und da mit unendlich ab- 
nehmendem Jx, also auch solchem dy t diese letzteren Grössen sich unbe- 
gränzt nähern, so ist (§. 7, I): 

^ = ity* (▼ wachsend mit x), dr — ity 3 dx, 

wo y die zu x gehörige Ordinate der beschreibenden krummen Linie ist. 

VI. Dieselbe Kurve beschreibt bei der Drehung eine krumme Ober- 
fläche und sey z der Inhalt der von NQ beschriebenen Oberfläche, so wird 
z eine Funktion von x, und Az die von QQ' beschriebene Oberfläche seyn. 
Zieht man die Sehne QQ' = rf(Jx)* -h (Jy)*, so ist die von ihr beschrie- 
bene Oberfläche (Mantel eines abgekürzten Kegels, dessen Halbmesser y 
und y + äy sind) gleich 

2 (y -+- i Jy) * V(4*) * H- (^y) ». 

Ist s der Bogen NQ, also d% der Bogen QQ', so werden J& und die 
Sehne QQ' sich mehr und mehr nähern, also auch die von ihnen beschriebenen 
Oberflächen , so dass das Verhältniss beider Oberflächen sich der Einheit 
nähert, oder es ist 



74 Geachwindigkeit. 

( j r Zf* j 

d.h. ör /Jx — + 1 , 

oder /-! = r = + 2 yff V^G y Y. 

worin das Zeichen immer gemäss den Unterscheidungen in Nr. I zu wählen ist. 

Geschwindigkeit. 

VII. Denken wir uns einen Körper geradlinig und gleichförmig bewegt, 
so heisst man den in der Zeiteinheit (gewöhnlich eine Sekunde) zurückgeleg- 
ten Weg die Geschwindigkeit desselben. * Gesetzt nun aber, der gerad- 
linig bewegte Körper bewege sich ungleichförmig, so wird man unter Ge- 
schwindigkeit desselben in einem bestimmten Zeitmomente den Weg ver- 
stehen, den er in der darauf folgenden Zeiteinheit zarücklegen würde , wenn 
er sioh während derselben genau eben so bewegen würde, wie er sich in dem 
betreffenden Augenblicke bewegt. 

Fi g 6 Sey also AM (Fig. 6) der Weg x, den der Körper 

, in der Zeit t zurückgelegt hat, so wird x eine Funktion 

J M v von t seyn ; sey weiter MN der Weg Jx , den der Körper 

in der darauf folgenden Zeit z/t zurücklegen wird. Die (so eben näher er- 
klärte) Geschwindigkeit des Körpers in M sey v (= dem Wege, den der 
Körper von M aus in einer Sekunde zurücklegen würde, wenn ersieh während 
dieser Zeit genau so bewegte, wie er sich in M bewegt); also, da v eine 
Funktion von t seyn wird, v + Jv die Geschwindigkeit in N nach der Zeit 
t -hz/t; dabei wird man z/t immer klein genug annehmen können, damit die 
Geschwindigkeit v, die sich ändert, während dieser Zeit beständig wachse 
oder abnehme. Es finde nun zunächst das Erstere Statt, d. h. v wachse 
während der Zeit z/t; alsdann ist sicher MN oder z/x > vz/t, da v z/t der 
Weg wäre, den der Körper in der Zeit z/t zurücklegen würde, wenn die Ge- 
schwindigkeit v bliebe; eben so ist z/x < (v -+- z/v) z/t. Daraus folgt, dass 

~ A \ immer zwischen v und vH-z/v enthalten ist, und da diese beiden Grössen 
A t 

sich unbegränzt nähern, wenn z/t (also auch z/v) unbegränzt abnimmt, so 

8 x 

hat man — = v, dx=vdt, 

o t 



* Ist also x der in der Zeit t (Sekunden) zurückgelegte Weg, v die Geschwindigkeit, so 



bat man x = vt, woraus auch * = t 

t 
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Bewegende Kraft. 7 5 

so dass also ^ die gesuchte Geschwindigkeit ausdrückt. Würde v während 
der Zeit Jt beständig abnehmen, so wäre Jx<vJt und > (v + Jv) Jt, 
so dass wieder zwischen v und v + Jv läge, und man dasselbe Resultat 
erhielte. 

Bewegende Kraft. 

VIfl. Ein Körper, auf den eine sich immer gleich bleibende Kraft fort- 
während in derselben Richtung wirkt, bewegt sich geradlinig und so, dass in 
gleichen Zeiten die Geschwindigkeit um gleich viel vermehrt wird, wenn die 
Kraft fördernd auf die Bewegung wirkt, oder um gleich viel abnimmt, wenn 
sie der Bewegung hemmend entgegenwirkt. Diese Aenderung ist überdiess 
der wirkenden Kraft proportional. 

Gesetzt nun eine mit der Zeit veränderliche Kraft wirke auf einen Körper 
in immer derselben Richtung ein und sey x der in der Zeit t zurückgelegte 
Weg, v die am Ende desselben erlangte Geschwindigkeit, also Jx der in der 
Zeit Jt zurückgelegte Weg, v + Jv die nach der Zeit t-f- Jt erlangte Ge- 
schwindigkeit; ferner sey g> die am Ende der Zeit t wirksame Kraft, also 
</>-f- J(p die zur Zeit t-h Jt, p das Gewicht des Körpers. Man wird wieder 
Jt klein genug annehmen können, dass <p während der Zeit Jt immer wächst, 
oder immer abnimmt. 

Hat zunächst Ersteres Statt, so wird Jv grösser seyn, als die durch 
eine <p gleich bleibende Kraft während J t hervorgerufene Zunahme der Ge- 
schwindigkeit, und kleiner als die durch (p ■+■ J<p während Jt hervorgebrachte. 
Was nun die eine oder andere anbelangt, so weiss man, dass der Körper, 
wenn er unter dem Einflüsse seines eigenen Gewichts p (beim freien Falle) 
steht, in jeder Sekunde seine Geschwindigkeit um g (= 9*80896 metres) 
vermehrt, also in der Zeit Jt um g Jt, und man würde also die durch y 
hervorgebrachte Aenderung z finden aus 

z g<4t _g?^t 

eben so die durch y-h J<p hervorgebrachte Aenderung A ^ * % t so dass 

also 4" immer zwischen g * und liegt. Da mit unendlich abneh- 

mt P P 

niendem Jt auch J(p unendlich abnimmt, so folgt hieraus 

8t p g 8t p 

und da (nach VII) v = — , so ist auch 



g et* 



* 



* v, z, g sind in demselben LSngenmaasse auszudrücken ; y and p in demselben Oe- 
wichtsmaasse; t ist in Sekunden zu geben, wenn g obigen Werth haben soll. 
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76 Vertauschung der unabbiingig Veränderlichen. 

Man sieht leicht, dass dasselbe Resultat noch gilt, wenn die Kraft fort- 
während abnimmt. 

§.21. 

Vertauschung der unabhängig Veränderlichen. 

Es kann sich ereignen, dass, nachdem y ate Funktion von x angesehen 
worden, man es zweckmässiger findet, statt x eine andere unabhängig Ver- 
änderliche u einzuführen, von der x selbst abhängt, oder als abhängig anzu- 
sehen ist. Da nun (§. 13) 

8y 

8 y 8 y 8 x , 8y 8u 
- — = — — , also — = , 
8n 8x8u 8x 8x 

8n 

8y 

so folgt also, dass man ^ werde ersetzen durch den ihm gleichen Werth 
8 n 

— , in dem blos Differentialquotienten nach u vorkommen. Ist überhaupt q 
8^ 

irgend eine von x, also auch von u abhängige Grösse, so ist hiernach 

8p 

8_p_8n 
8x~8x' 

8 y 

Also auch, wenn q = ^ : 




8»y_8n V8xy _ \8^/ _ 8^8n , 8n' 8u /a 

8 n 8 a V.8 u) 

so dass durch diese letztere Grösse zu ersetzen ist. Eben so 

8x 8Jy_84 8y 
8 8u 8a 1 8a* 8u * 



8V_ i/8m_ V8uy W 8u* a 8o»u'8tt , " > ' EuWv 8n8n8n» 



8a 

lx ,_ 8xV8xV^ 



8x J 8xV8xV (x f 8x Y 

8u VtTuJ 

Man sieht leicht, dass man diese Umformungen in folgender Weise an- 
deuten kann : 

0 y j> (*f\ _8_ ^ 8—' y >y 

8y_8u 8'y^ 8n V8 x/ 8'y_ 8u V8 xV 8" y_ 8q V8 »— V 

8t Si' »i> fi* ' ä.3 — a _ • □ 1 n — • 



8x 8x* 8x* 8j ' 8x 3- 8x 8~x~»~" 8? 

8u 8ü 8u 8u 



>y Googl 
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worin jeweils für ^ , . . . , der vorhergehende aasgerechnete Werth zu 

setzen ist. Hiemit ist die allgemeine Aufgabe der Vertauschung der un- 
abhängig Veränderlichen gelöst und wir wenden uns zu den folgenden 
besonderen Betrachtungen. 

I. Soll y als neue unabhängig Veränderliche, x als abhängig von y an- 
gesehen werden, was man immer kann, so ist oben u = y, also = t> 
.11,1), mithin e^ = 0(§. 12, I), ^=0,...., also 



f8*xy 8x8»x 
8«y _ V8yV 8y8y« 



8y 1_ 8*y _ 8y» 

8x~~ 8x' 8x*~ 8x '~ Y 

8y V8yJ \JbyJ 

Soll z. B. in dem Ausdruck (§. 56, HI) 



[ I+ G0T 



8V 
8x* 

in dem y als Funktion von x angesehen ist, umgekehrt x als Funktion von y be- 
trachtet werden, so ist 

r 1+ _j_r ^yK^T 
, 1 (B)'J _> JL O'- 1 T ['+G3T 

f = ± ± -8^ = + 8^ 

8y2 8y* 8y* 

II. Der Zusammenhang zwischen x und u ist durch eine Gleichung 
f (x, u) =0 gegeben. Alsdann zieht man hieraus (§. 19,IV) x, ^ , ~ t , . . . in u 
8 v 

und ersetzt ^ t . . . wie angegeben. 
Soll z. B. in der Gleichung 

8*y 8y 

für x die neue unabhängige Veränderliche «o eingeführt werden, so dass x = coam t 

. 8x 8 s x 
so ist — = — «m<u, — cos 03 , also 

8x 8'y 8y 

8y = _ü_ 8»y_ Wa, 8V»- CO<a> 8^ 



8x «'no' 8i 



sm to 



also hat man, wenn man sogleich mit «in'© multiplizirt : 



8» 6 o) 8e> 

d - h - ^- W i ? .(l + «;'.)J- y + »yii»'. = 0. 
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III. Ist der Zusammenhang zwischen x und u vermittelt durch eine 
Gleichung, die auch y enthält, also der Form nach durch 

f(y,x,u) — 0 

bezeichnet werden kann, so zieht man hieraus, indem man nach u differenzirt 
und x, y als Funktionen von u ansieht, eine Reihe Gleichungen, vermöge 

8 x 8* x 8 y 8* y 

welcher x , r , 5— • . . durch u, y, ~ , r— t , . . . ausgedrückt und in die 

CO OD * 0 U OU 

vorgelegte Form substituirt werden können. Es kann sich dabei auch zu- 
tragen, dass die Gleichung, welche den Zusammenhaug zwischen x und u 
geben soll, Differentialquotienten von y und x nach u enthält. Alsdann kann 

man vielleicht einige der ersten Grössen x, jj-^, ... nicht ermitteln, die 

übrigen jedoch durch diese ersten ausdrücken. Besteht z. B. die Gleichung 



zwischen x, y und der neuen unabhängig Veränderlichen s , so folgt hieraus 
durch Differenzirong (nach s): 

8x8^x 8y82y_ 0 \ 
8 8 8 8 '+8a8 ß '-°' 

/8*xV /ö'yV oxB'x 8y8*y A l v 7 

^ + ^0 + 8^e-? + 8 8 eT' =0,u 8 W ;> 

und vermöge der Gleichungen (a) und (a') kann man ^, J-^, ~ it 

, 8y 8*y 8 3 y , .. , 

durch z A , ^— ^—i , . . . . ausdrucken. 
8 s 8 s* os" 

IV. Endlich ist es möglich, dass man statt y selbst eine neue abhängig 
Veränderliche einfuhren will. Dadurch ist jedoch der Gang der Rechnung 
keineswegs erschwert, wie wir an folgendem Beispiele sehen werden. 

Man soll statt x und y die Grössen r und a> einführen, so dass 

x = r cot a> , y = r ttn o> , 

und r als abhängig von a) angesehen werde. Man hat hieraus : 

8 x 8 r . 8*x 8* r Jr . 

~ = -r— cot to — r ttna>, ~ = -— cot tu — 2 — tmm — x cotm 

8e» 8» c cd G<o oto 

8y 8 r . 8* y 8* r . 8 r 

r~ = r- ime» + i cot », r — ; = r - «in tu + 2 - - cot o» — x **n *> i 

8 co 8» cm 1 0 a> 1 8o> • 

so dass 



* Betrachtet man in der Gleichung §• 20, III: ^""^ = 1 -h (J^^ • 8 neue onaD * 
hängig Veränderliche, so erhalt man gemäss Nr. I: 

so dass die Gleichung (a) eine leicht auszusprechende geometrische Bedeutung hat. 
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8 r . 

8y 

8 x ~ 8 r ~~ 
- — cot o» — r »in t 
<j m 



( 8 _T« > \ C'^ r 8 r x 

^ ^ 3 o, 2 ^ ~ ,/„ w r coä » j 

8x s /er ~r"V~~ """"" " 

_ ve«7 r 8*» s 

Also wenn wieder in 

ex 5 

für x und y obige Grössen r und o> einzuführen sind : 

(■--sinta -+- rcosoA | 
1 + ^— ^- 

f=+ L_G>": + [G-O'-J' 



Vierter Abschnitt. 
Untersuchung der scheinbar unbestimmten Formen. 

§. 22. 



Die Form ~ . 



I. Gesetzt es seyen die Funktionen f (x), F(x) beide Null für x = a, 
so wird der Bruch ^ unter der Form £ erscheinen, wenn man x = a setzt. 
Diese Form ist im Allgemeinen, d. h. ohne Rücksicht auf ihren Ursprung 
unbestimmt; weiss man aber, woher sie entstanden ist, so kann man ihren 
wahren Werth ermitteln. - Die Aufgabe nun, den Werth von für x = a 

F (x) 
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Unbestimmte Formen. 



anzugeberr, kommt offenbar auf die hinaus , den Gränzwerth von ^^^j 

mit unbegränzt abnehmendem h zu ermitteln. Um letztere zu erhalten, be- 
achte man, dass (§. 15, I), wenn P(a), F'(a) endlich sind: 

f(a + b) = f(a) + [f(») + o]h, F(a-r-h) = F(a)-r-[F'(a)-*-,r]b, 
wo a und ß mit h zu Null werden. Da aber f (a) = F(a) = 0, so ist 
f(a+h) = [f(a) + a]h, F(a4-h) = [F'(a)-h/9]h, 

also 

f (a -h b) _ f (a) + a 
F(a-f-~h) — F' (a) 4- ß ' 

Lässt man hier h gegen 0 gehen , so erhält man als Gräozgleichung : 

f (a) = f (a) 
F(a) F'(a)' 

wodurch der gesuchte Werth gefanden ist. Um die zweite Seite zu erhalten, 
bildet man f (x), F' (x) , dividirt beide Grössen und setzt in ihnen x = a. * 
Wärtfn P (a), F' (a) wieder Null, so würde die Anwendung derselben Regel auf 

f (a) = f (a) = f" (a) 

F(a) F'(a) F"(a) 

u. s. w. führen. — Sind überhaupt f (a), f (a), . . . , f'Ca) und F (a), 
F(a), . . . , F— 1 (a) sämmtlich Null, nicht aber die beiden Grössen f"(a), 
F" (a), so ist 

F(a) - F»(a)' w 
vorausgesetzt t" (a), F" (a) seyen endlich. 

II. Um jedoch diesen wichtigen Satz genau zn begründen, da man gegen die Anwend- 
barkeit obiger Schlüsse Anstand erheben konnte , wollen wir den folgenden Weg einschlagen. 



Ton f (a + z), wenn f (a), f (a) f— « (a) Null sind. 

Sey G der grösste, K der kleinste Werth, den f-*- 1 (a-t-z) annimmt, wenn z von 0 bis h 
geht, wo h klein und positiv seyn mag. Alsdann ist für alle diese Werthe von z : 

f» +i (a + *) — G<0, P+^a + z) — K>0. 

Die zwei Grössen 

r(a + z)-f»(a)-Gi, f»(a + z)-f»(a)-Ki (a) 

geben aber, wenn sie nach z differenzirt werden, da f» (a), G, K Konstanten sind : 

P+Ma+z)— g, f» +1 (a + »)- K. 

Da nun die erste dieser Grossen negativ, die zweite positiv ist, so folgt nach §. 20, I, dass 
die erste der Grossen (a) abnimmt mit wachsendem z, die zweite dagegen zunimmt. Für z=0 
sind beide Grössen aber Null; demnach wird die erste Grösse (a) für positive z nothwendig < 0, 
die andere >0 seyn. Man hat also 

r (a + z)-f»(a) — Gz<0, f°(a4-z)-f"(a)-Kz>0, (b) 



* Sind in f (x), F (x) gleiche Faktoren , die für x = a zu Null werden , und rührt die 
0 

Form — - nur von ihnen her, so lasst man diese Faktoren , deren Quotient unbedingt = 1 ist, 
weg und findet dann den wahren Werth, wenn man x = a setzt. Die Regel gibt dasselbe. 



Ausdruck von f(a + b), wenn f (a), V (a), . . , f-« (a) Null sind. 81 

für positive z (die wir hier nur betrachten, da z von 0 bis h geht und h>0 ist). Die zwei 
Grossen (b) werden durch Differenzlrung nach z erhalten aus 

f- (a + z)-f»-«(a)-f»(a)E-G^, f-> (a-^z) 1 f— (a) - f;(a)z -K ^ . 
oder da f-> (a) Null ist, aus 

f»-«(a-r-z)-f (a)z-G^, f-'(aH-z)-f-(a)z-K:^. 

Daher ist die erste dieser Grossen abnehmend, die zweite wachsend. Da sie lür z = 0 wieder 
beide NulJ sind, so ist also (für positive z) 



f»-i(a- r -a)-f-(a)z-G^<0. f-« (a + z)-f»(a)z-K^>0. 

Wie man hier weiter gehen kann, ist leicht zu sehen, und man erhalt, wenn f (a). f (a). 
f— 1 (a) aUe Null sind: w ■ . . 

C+'(» + a) — G<0, f°^(a+z)-K>0, 

f»(aH-z)-f" (a)-G«<0, P(a + i)-f»(a)-Ki>0, 

f— «(a-r-z)-f-(a)z-Gy<0, f- , (aH-z)-f-(a)z-K^->0, 

^(a + «)-f(4-Gil<0, f-.(a + z)-f-(a)^-K^>0, 

^(a^zJ-^ajlL-G^O, f-(a + z)-*(a) 2 ^-K^>0. 



f (a+z)-f (a) - G — - <0, f (a-Hz) - f» (a) —| K ~4 r>0, 

2.8..n 2.3...n-i-l^ w 2.3..n 2.3..n-r-1'^ 

wie sieh leicht übersehen lässt. • Hieraus folgt, dass 

^- ^ 2. 3. . n ^ 2.3...n-r-l 

so aas« man wira setzen aunen . 

wo M ein Werth ist, der zwischen G und K liegt. Setzt man hier z = h, so ist 

welche Gleichung voraussetzt, dass f (a), f (a), .... f n-l (a) Null seyen und f (a) endlich; 
M ist dabei eine bestimmte Zahl. Die Gleichung (2) ist übrigens nur für positive h als er- 
wiesen anzusehen. (Sie kann für negative h jedoch in derselben Weise begründet werden.) 

Aus (2) folgt nun, unter den Voraussetzungen, welche zu (1) führten: 



* In jeder der zwei Vertikalreiben ist eine Grösse der Differentialquotient der darunter 
stehenden. Der allgemeine Satz , der dabei in Anwendung*koromt , wie er aus §. 20, 1 her- 
vorgeht, beisst: Ist der Differentialquotient von F (z) (für *Me positiven z) negativ, ist weiter 
F(z) Null für z=0, so ist auch F(z) für dieselben z negativ. — Ist der Differentialquotient 
von F (z) positiv ; ist ferner F (0) = 0 , so ist F (z) für dieselben positiven z auch positiv. 

DJengvr, DiffWrtnlitl- u. IntegTal-RecbnuQg. 2. Aufl. 6 
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x = 0 ist 2; — für x = 0 ist 1; -y- fürx=Oistn; fürx=l 

»t 2 ; r^T mrx=1 1St 1; x' furx=Oisty; -j^-g^fürx — 



g2 Beispiele. 

f(aH-b) n + 2.3... n+ l _ f(> !jL-M 

woraus die (1) sofort folgt. 

III. Als Beispiele hiezu mögen folgende dienen: 

l^U.-§-« r x = l; ab«, ifi^l =-„-. «-^=-1 , fürx = l sind 

1 — x" — n 

diese Grössen — n und — 1 , also ist y ZZ J fdr * = 1 : ZTT = n * 

ist eben so Null turx = 1 ; 8 0 "'^ = -m- 1 , = - 2 x geben 

1— x" n 1 — co$x . 0 . 
für x = 1 : — n, — 2, also ist für x= 1 : = y • ist ^ für x = 0 ; aber 

8(l-<ro#x) 8x* 8*(1 — w«x) 8»(»') 
— ! = ««i, = 2x sind abermals 0 für x = 0; =co*x, -jp- 

= 2 geben 1 und 2 für x = 0, also ist i — furx = 0 gleich y • wnx fflr 

, rar x=oi« Bi '- < ^; ) r,r - ~~ ' 

1 — tinx _ ä 

2~ 

1 e» — e- 1 — 2x. _ Ä x*-4x + 3 ^ x' — x 

i8t 9 J -i^sT" 18t 2 fü ^ = °' x«-x'-x-r-l mr X = 1 18t 2; 1-.+ IW 

für x = I ist - 2; *g=± mrx^ e ist £ , Y*£ + V^ für x = I 

3 xV'Sa'x-^x* — axV^ ^ . 81 , 

ist — g-; — — 5 fürx = aist ^a*. 

a-VaT 2 

_ „ _ f (QO) 0 
Pal] da — - — - = — . 
' F(OO) 0 

IV. Für a = 0© gelten dieselben Regeln , doch könnte man Anstand finden, den Beweis 
sofort gelten zu lassen. Setzt man aber x = — , so wird zu — * , und für z = 0 

f (t) 

ist x=oC. Alsdann bat man (da f (x) und F (x) Null seyn tollen für x = QO]: 

^ = ^=S iin " Ä,( ' )=f(l)( "^ i-> * " 

aber im Z&hler und Nenner der Faktor \ derselbe ist, so bat man, für z=0, d.h. x = QO: 

Vi/ V'/ . . f (ac) f (oc) 

— • , d. n. 
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Die Form §. 83 

Die Form S§ • 
OD 

V. Gesetzt es werden die beiden Grössen f(x), F (x) für x = a unend- 
lich gross, so erscheint alsdann der Broch ^ unter der Form 5g deren 

F(x) Q© ' 

wahren Werth man nun ebenfalls ermitteln soll. Unter der Voraussetzung 

~ bleibe stetig in der Nähe des Werthes x = a, d. h. dieser Bruch nähere 

sich einer bestimmten G ranze, wird man setzen 

l 

fQ0 = y(») 
FW _i_ 

t 00 

und beachten, dass för x = a jetzt ~ und ~ Null werden. Daraus folgt 

(Nr. I), dass der Werth j-^ gleich ist dem Werthe 

r <a; 

F'(a) 

F(a)' _F'(a) f (a)* 
f'(a) ~f(a) F(a)«' 

indem ^- (jj-^) = — ist« Man hat also 
8x\f(x)J f(x)* 

f (a)_F'(a) /f(a)V F'(a) f(a) 
F(a) r(a)VF(a)7' 1 f'(a)*F(a)' 

so dass W = H(a) 

80 fla88 F(a) F'(a)' 

mithin ganz dieselbe Regel gilt, wie in Nr.I. Man wird jedoch hiebei be- 
achten, dass weil f (a), F(a) unendlich sind für x = a, auch f'(a), F'(a) 

unendlich seyn werden; kann man aber den Werth von in irgend einer 

Weise ermitteln, so ist man durch diese Betrachtung dennoch zum Ziele 
gelangt. * 

. Z(x} an , 8«(x) 1 

So Z D, Wird — — furx = 0 unter der Form ^erscheinen. Aber a = — . 

cotgx Ckj ox x 

_1_ 

8 CO&Q X X X 

n = — -r-p- also hat man den Werth von =— = — für x = 0 zu er- 

c x sin x J x 

sin* x 

mittein. Nach Nr. I ist derselbe = 0, so dass ^~ Null ist för x = 0. 

cotg x 

VI. Der Beweis obiger Kegel setzt allerdings voraus, dass ^— nicht 0 oder QO sey, da sonst 
die beiderseitige Division mit dieser Grösse nicht zulässig seyn könnte. Gesetzt nun aber, es sey 

• Es ist denkbar, dass in f'(x), F'(x) dieselben Faktoren sind, die für x=a unendlich 
verden. Diese Faktoren kann man vor der Division jedenfalls weglassen, denn ihr Quotient 
ist bestimmt = 1 , wenn sie auch unendlich werden. — Eben so kann man in dem Bruche 
f (x) 

=-4— v Zahler und Nenner mit derselben Grösse multipliziren , wenn diese auch 0 oder o© 
F'(x) 

für x = a werden sollte, da eine solche Multiplikation immerbin die mit 1 ist. 

6* 
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g4 Die Formen 0.0©, QC — QC. 

- Null, so kann man beweisen, dass auch fcull ist, also immerbin das gefundene 

F(a) F' (a) 

Resultat gilt. Denn wenn b eine bestimmte Grösse ist, so ist sicher 

f (x) f(x)-t-bF(x) 
F(*y b - F(i) 

für x = a gleich b, da ja ^ = 0. Aber für x = a ist f(x) ^ F(x) immerhin §§, und da 
wir wissen, dass der Werth nicht 0 ist, können wir die Regel anwenden, wornach ^^^^ 

d. h. b gleich ^^p* * »• = f$ + • «• D »™ 8 aber off ° nbw F^) = °' 
f(a) F(a) _ , F(a) F'(a) . f (a) f (a) 

§23. 

Die Formen 0 . Q© , G© — Q©. 

I. Wird in dem Produkte f (x) . F (x) für x = a : f (a) = 0, F(a) = o© , 
so erhält man die Form 0 . oo. Da aber 

F(i) f (x) 

und diese letzten Formen auf oder ^5 herauskommen, so kann man ge- 
radezu die früheren Regeln wieder in Anwendung bringen. 

Aehnlich verhält es sich mit der Form 00— oo, wenn z. B. in 

f (x) 1 (x) 

für x = a : f (a) = F (a) = 0, aber q> (a), (a) endlich und nicht 0 sind. Da 

zunächst »(x) »(») y(x)F(x)-»(,)f(x) 

zunächst — — - f(x)p(x) 

so kommt diese Form auf -j^ zurück und wird also gemäss §.22 Nr.I behandelt. 

Z. B. (a — x) tg^g wird 0. 00 für x = a. Aber (a — x) tg^~ = * * x > und 

C °*2a 

ff x 

8(a,— x) 2a ä 1 « 
— g ^ — — — = ~2i' «x» welche ^össe für x = a gleich — 0- ist; 

g{ n 2 

2a 

mithin ist (a— x) tg |~ für x=a gleich - = -^- = ~ • — ~ ^ wird Q© — o© für 

~~ 2a 

x -i. a ber- L _ x-l-*(x) 8[x-l-<(x)J 1 8»[x-l-i(x)] _ 1 

H- y wird 2 für x = I, also ist ^ ~ gleich \ für x = 1. co# x — \ wird 
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<*>-*> für x = 0; aber cotgx - ~ = XC °' X ~ , «^«zJ««) _ 

y x xnnx 8x x,iÄl ' 

8 * (x cot x — sin x) ' „ 8(x«nx) 

--«nx-xwxwird 0 furx = 0; — = x co, x + *m x, 

8*(x«*nx) ] 

— — = 2«*x — x«»x wird 2 für x = 0, alao ist cotgx — —gleich 0 für x = 0. 

'( 2 -^)^^ wird O.OO für x = a; aber l ( 2 ~y) = — ; 

8/ C 2 -f) 1 . 8 ">*P 

v , » -/ _ . , 1 _ y 2a * l * 

~~ 8x — 27=x-"d- 7 furx = a; ~ ~ = ~ ji ' ~, Wird ~ 2a 
für x = a, also ist l (2 - ^ t 9 ?± gleich ^ für x = a . x u l (x) für x = 0 wird 



0. CO, wenn n>0; aber x-«x) = ^. ^ = f ^=-«^. Z^TT, 
— x" 

= — — wird 0 für x = 0 , also ist x° / (x) = 0 für x = 0 und n > 0. 



Die Formen 0°, 0C°, 1 , 0 

II. Sind y, z zwei Funktionen von x, so beschaffen, dass für x = a: 

y = 0, x = 0, so erlangt y 1 die unbestimmte Form 0°, 
y=oo, 8=0, „ » y» „ „ „00°, 

±* 

y = l,x=±oo, „ y" « , «1 

±* . 

y = o x=±qo, y* „ „ „ 0 

Da aber immer l (y f ) — zf(y); so wird l(y') in diesen Fällen: 

0/(0) = -0.O0, (H(QC)=0.OC, ±QC«(1) = ±00.0, ±CCl(0)=±00(-OC), 

so dass diese Formen auf das Fröhere zurückkommen. Kann man nun l (y*) 
ermitteln , so hat man auch y\ Was übrigens die letzte Form anbelangt, 

so ist ± oo ( — qo) = + oo, also dann y* gleich e + *°, d. h. gleich 0 oder QO. 
Man habe z. B. x* für x = 0 zu ermitteln. Es ist /(x') = x? (x) und x / (x) 

*(x) ..DO« n . 8J(x)_l 
— ~Y~ wlI "d für x = 0; aber - ^ ^ = — » — — = — ^7, also hat man— y = — x 

T ~x s 

für x = 0 zu ermitteln; diess ist aber = ü, also ist x 1 = e° = l für x=0. 7} 

wird 1* für x — 3C; aber / -r--~) = x^l -+- ^ wird 0© . ü für x = QC und 

1 'V „V. i _i_ 

ist — und dies gleich — = für x — QC , d. h. gleich 1, 

— — —. , H — 

x x- x 
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mithin ist (n- y)' =e l = effirx = a©(§.8). (yj wird QC°furx = 0; aber 

/ = x / (jy) = — x ' (*) un0< da dies = 0 ist fürx=0, so ist auch — 1 

für x = 0. 

Ermittlung in besondem Fällen. 

III. Gesetzt <p (x), g>, (x), tf> 2 (x), . . . , tf> (x), xp t (x), . . . seyeh Funktio- 
nen von x, die für x = a Null sind, m sey eiue positive , aber sonst beliebige 
Zahl, so wird der Bruch 

A y (x) m 4- B 9t (x)-+ C», (x)» 4- 

A' V (x)» 4-B' (x)» 4- C rp t (x)» 4- ? 

für x — a die Form ~ annehmen, wenn A, B, . . , A', B', . . beliebige Konstan- 
ten sind. Setzt man hier x = a + h, so hat man für diesen Bruch, wenn 
man beachtet, dass <f> (a), . . . Null sind (§. 15, I): 

Aly'(&)4-g| m h"'H-B [y t ' (a) 4- « t ] m h m 4- C [»,' (a) 4- a t ] m h m 4- .... 
A [»;/ (a) -+- ,-?]» h m 4- B' [* t ' (a) 4- ß t ] h»» 4- C (a) 4- /J:l ra h"' 4- .... ' 

wo a, «j, . . . j3, ]5„ . . mit h zu Null werden. Dividirt man hiet 
zuerst Zähler und Nenner mit h", und lässt dann h zu Null werden, so erhält 
man als Werth des Bruches für x = a : 

A q>' (a) m 4- B y, ' (a) m 4- C y 3 ' (a) m 4- ■ . . . 
A ' v' (a) m 4- B'V't' (a) m 4- B' ip t ' (a)~ + ' 

3 3 

V (a 2 — x l ) 4- y (a — x)* 
Sey z. B. j — , für x = a zu ermittteln. 

V(a-x)-r(a»-x>) 

Hier ist <)p(x) = a 2 -x J , qp'(a) = -2a; <p t (x) = (a - x)\ < ri '(a) = 0; ip (x) 
= a-x, V/(a) = -l; (x) = a 3 — x 3 , .{;,' (x) = -3a 2 ; A = B = A'~1, B' 

= — 1 , m = -g , also ist der Werth gleich 

V^2l _ V2a 

3 ' 3 

— 1 4-V3 a* 1-V3a s 

Eben so ist 

V(x - <inx)- yr 0 

77 .— 7/ , für x=0 : • 

Vi- «ni — V 1 — eotx u 

Aber<p(x) = Uj(x) = x-*mx, g>' (0) = (0) = 0 , (x) =x, (0) = 1 ; 
»f/, (x) = 1 — cos x , tp t ' (0) = 0 , m = y > al s< > >»* der Werth gleich = ± QO. 

IV. Führt keine dieser Methoden zum Ziele, (indem die Unbestimmtheit 
durch fortgesetzte Differenzirung etwa nicht verschwindet), so nimmt man zu 
Reihenentwicklungen seine Zuflucht, wovon wir spater (§. 56, IV) einige 
Beispiele geben wollen. 
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Unbestimmte Formen bei unentwickelten Funktionen. 

V. Bei der Bestimmung von nach §.17 kann diese Grösse für ge- 
wisse Werthe von x und y ebenfalls unter der Form -^erscheinen. Das Ver- 
fahren, wie wir es angegeben, bleibt jedoch dasselbe. 

So z. B. folgt aua y 4 — a l y l + 2 a l x J — x 4 = 0, dass x = 0 und y = 0 zu- 
sammen gehören; ferner ist 

8y _ — 2a*i-t-2x 1 
8x~~ 2y r — a*y 

, 0 

und wird ^ für x — 0 , y = 0 Alsdann ist eben 

8y -2a , -h6x l tmm 

Für y J (a — x) = x 3 , wo wieder x = 0, y = 0 zusammen gehören, ist 

Sx'-r-y* 0 
= 2 y (a — i) un( * W1IX ' ~ö wenn x — J — 0- Alsdann ist 

6x-f-2y|| 

8x == ~iü (fürx = 0=y), 

2^(a-x)-2y 



d. h. 



v A _, 6y 3ay , -2x(y , -+-x I )+3ax , -a , x 

Aus (y*+x J ) 1 — öaxy 1 — ax*(2x— a)=0 folgt = J Q/ , ' 5- 

J ®8x 2(y , -(-x , )y — 6axy 

0 

und wird -q für x = y = 0. Alsdann ist 

6ayj£-2(y«- r -x')-4x(y^-+-x)- r -6ax-a« 

8~x = ~8y : 8y 8^ (für x = y = 0 )« 

2^(y*+x«) + 4y(y^ + x)-6ay-6ax^ 

8y 

da der Nenner = 0 , der Zähler = — a l ist, folgt g , = — 00 • 

Alle diese in den beiden vorhergehenden §,§. vorgenommenen Bestimmungen sind, wie 
aus der Darstellung sofort hervorgeht, Grarizbestimmungen und gehören also zu den in den 
§§. 6—9 naher betrachteten Aufgaben und Sätzen. — So also wäre die Aufgabe , der Werth 

ron für x = GC zu ermitteln, dieselbe mit derjenigen, die verlangt den Gränswerth von ^ 

für ein unendlich wachsendes x zu finden u. s. w. — Dass man bei derartigen Untersuchungen 
die früher angedeuteten Methoden benützen darf, ist selbstverständlich. In manchen Fallen 

x sin x 

führen sie sicherer zum Ziele. So würde der Werth von für x = OD nach der Regel 

x-f-co#x 

in §. 22, V nicht erhalten werden, da . — für x = Q© geradezu unbestimmbar ist. Allein 

sinx l-«nx 

x_«inx_ x_ ^. fd für x= aO jedenfalls zu 1, da tinx, eosx immer endlich sind. 

x + «mx , , eo$x 

1 + ~r 
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Fünfter Abschnitt. 

Von den grössten und den kleinsten Werthen für Funktionen 
einer unabhängig Veränderlichen. 

§• 24. 
Theorie. 

1. Sey y = f(x) eine beliebige Funktion von x, und es erlange dieselbe 
für x = a einen Werth f(a) so beschaffen, dass derselbe grösser ist, als die- 
jenigen Werthe von f(x), die man erhält, wenn man x Werthe beilegt, die 

nur wenig grösser oder kleiner sind als a, 
so sagt man, y habe einen grössten (Maxi- 
mum-) Werth erlangt; ist dagegen f (a) 
kleiner als die unmittelbar vorhergehenden 
und nachfolgenden Werthe von f (x), so hat 
y für x=a einen kleinsten Werth (Minimum) 
y — erlangt. 

/ * Stellen wir (Fig. 7) den Lauf von f (x) 
/ durch eine Kurve dar und ist O K die 
" Abszissenaxe, O der Anfangspunkt, so sind 

Aa, Cc, Ee, Gg, Ji grösste Werthe der Ordinate, während Bb, Dd, Ff, 
Hb., Kk kleinste Werthe sind. Es ist ans der Figur ersichtlich, dass ganz 
wohl ein Minimum grösser seyn kann als ein Maximum; so istDd>Aa, 
trotzdem ist erstere Grösse ein kleinster Werth, letztere ein grösster. Eben 
so ist klar, dass nicht zwei Maxima oder zwei Minima unmittelbar auf ein- 
ander folgen können, sondern dass immer Maxima und Minima abwechseln, 
wenn überhaupt eine Funktion in ihrem Verlaufe mehrerer Maxima und Mi- 
nima fähig ist. 

Man ersieht ferner aus der Figur und geht auch aus unserer Erklärung 
unmittelbar hervor, dass eine Funktion, ehe sie den Maximumwerth erreicht 
(bei wachsendem x) wächst, dagegen abnimmt, wenn sie diesen Werth über- 
schritten hat. Und umgekehrt, wenn f(x) wächst, indem x gegen a geht, 
aber abnimmt, sobald x den Werth a überschritten hat, so erreicht sie für 
x — a ein Maximum. 

Eine Funktion wird dagegen (bei wachsendem x) abnehmen, wenn sie 
gegen den Minimumwerth geht, und zunehmen, sobald sie ihn überschritten 
hat. Und umgekehrt, wenn f(x) abnimmt, indem x gegen ageht; dagegen 
zunimmt, wenn x den Werth a überschritten hat, so ist f(a) ein Minimum. 

Daraus erklärt sich natürlich von selbst, warum nicht zwei Maxima oder 
zwei Minima auf einander folgen können. 

Bei einem Maxiinurawerth ist hiernach ein Wechsel vom Zunehmen zum 
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Abnehmen in der Funktion; bei einem Minimumwerth dagegen ein Wechsel 
vom Abnehmen zum Zunehmen. Alle diese Sätze gelten auch umgekehrt. 
Nun haben wir in §. 20, I gesehen , dass wenn y wächst mit wachsen- 

8 y • ö v 

dem x, nothwendig ^ positiv ist; dass dagegen ^ negativ ist, wenn y ab- 
nimmt mit wachsendem x. Daraus folgt, dass wenn y in die Nähe eines 
Maximum- Werthes gelangt, vorher positiv, nachher negativ ist; dass 
dagegen, wenn y in die Nähe eines Minimum- Werthes gelangt, |~ vorher 
negativ, nachher positiv ist. Man kann also sagen, dass für y = Maximum, 
^ von -+- zu — übergeht; für y — Minimum, ^ dagegen von — zu -H . Der 

Uebergang von -t- zu — , oder von — zu -+- geschieht nun dadurch , dass 

8 y 8 y 

r 1 durcji 0 oder qo geht; * so dass also für das Maximum oder Minimum -r 7 

0 X 0 X 

= 0 oder qo ist. Daraus ergibt sich nun folgende Regel : 

„Um diejenigen Werthe von x zu finden, die y zu einem grössten oder 
kleinsten Werthe machen können, setze man || — 0 oder = ao, und be- 
stimme die hieraus folgenden Werthe von x. u 

IL Um nun zu entscheiden, ob ein so gefundener Werth von x die Funktion 
y zu einem grössten oder kleinsten Werthe macht , beachte man , dass das 

Erstere stattfinden wird, wenn £ für diesen Werth von -h zu — übergeht, 

d. h. vor diesem Werthe positiv, nach demselben negativ ist; dass dagegen 

8 y 

das Letztere stattfindet, wenn ^ von — zu übergeht. Beachten wir zu- 

8 y 

nächst diejenigen Werthe nicht, die ~ = oe geben, so wird man also über- 
sichtlich sagen: 

▼orber, Max. , nachher vorher, Min., Dachher 
|l = + 0 - ; - 0 + . 

0 X 

8 y 

Daraus ist klar, dass ^ für ein Maximum im Abnehmen begriffen ist, 

8 v 

für ein Minimum im Zunehmen; und umgekehrt, wenn ~- im Abnehmen be- 

* 8 y 

griffen ist, hat mau ein Maximum. Denn dann ist, da ^ jetzt = 0, diese 

Grösse vorher positiv (> 0), nachher negativ (< 0), so dass (§. 20, 1) y vor- 
her wächst, und nachher abnimmt, v\as ein Maximum anzeigt. Eben so 

8 y 

hat man nothwendig ein Minimum, wenn ^ (das jetzt = 0 ist) im Zunehmen 
begriffen ist. 



o y 8 y 1 

* Für — - — a — x geht bei x = a diese Grösse ron -+- zu — durch 0; für — = 

0 X O X X ~~ " & 

dagegen von — zu ■+- durch aC. 



Digitized by Google 



90 



Theorie der grössten und kleinsten Werthe. 



8 y 8* y 

Nach §.20, I ist aber - zunehmend, wenn ~- t > 0; dagegen abneh- 

8 1 v 

inend, wenng-p < 0, so dass raan sagen wird : 

8 y 

„Die Werthe von x, welche -r 1 = 0 machen, geben, in y gesetzt, ein 

8 : y 

Maximum, wenn sie ~i zugleich negativ machen; dagegen ein Minimum, 

ö*y 

wenn sie ^ ~ positiv machen." * 

8*y 

Fall, dar-^ t = 0 wird. 
8x* 

III. Wird für x = a, für welchen Werth *~ — 0 » a u ch = °* s ° ka nn 

8x 1 8x* 

die obige Entscheidung nicht eintreten. Um uus hier helfen zu können, 
wollen wir zunächst folgenden Satz erläutern : 

Ist P (x) unmittelbar vor und nach dem Werthe x = a positiv; sind 
^-'(a), P~*(a) gleich 0, so ist P~*(x) unmittelbar vor und nach dem Werthe 
x = a positiv. 

■ 

Denn da f r (x) positiv ist in der Nachbarschaft von x = a, so wächst 
also P -I (x) in dieser Nähe immer (§. 20, I); also da P - ' (a) — 0, so ist vor 
x = a die Grösse P -1 (x) negativ, nach x = a dagegen V~ x (x) positiv. 
Daraus ergibt sich aber weiter, dass P~*(x) vor x = a abnimmt, nach x = a 
dagegen zunimmt. Da P~* (a) — 0, so muss also f r_! (x) vor x = a positiv 
gewesen seyn, nach x — a aber (da diese Grösse zunimmt) wieder 
positiv seyn. 

Ganz eben so beweist man , dass wenn f r (x) unmittelbar vor und nach 
x = a negativ ist; ferner P _1 (a) = 0, P~*(a) = 0, auch P"'(x) unmittel- 
bar vor und nach x = a negativ seyn muss. 

IV. Seyen nun für x = a : ^4, säraintlich Null, nicht 

8" y 

aber z—z . Dabei müssen wir zwei Fälle unterscheiden: 



8 y 8*y 

* Sey a so, dass für x = a: tt- = 0, — i<C0, *° hat man ein Maximum. Denn da 

8* y 8 y 8 y 

~ im Äugenblick negativ, so nimmt ^ ab (§. 20, I); da aber — - jetzt 0 ist, so war es kurz 

0 X CX 0 X 

vorher positiv, nachher aber negativ; also nahm y vorher «u, nachher ab, was ein Maximum 



8*y 

Man kann dabei auch bemerken, dass wenn — < 0 ist für x = a, man immer Werthe 

8x g» 

von x, kleiner oder grflsser als a, aber so nahe an a wählen kann, dass -„ \ für alle negativ 

8y ex 
bleibt, also — für alle (vor und nach a) abnimmt, woraus mit voller Klarheit hervorgeht, dass 
öy öx 

— vorher positiv, nachher negativ seyn muss. 
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1) n ist eine gerade Zahl. 

Setzen wir 2 m für n, so ist also für x = a: 

8y 8*y 8 ,m_, y 8* m y 

81 • SP ' 8x^ NnU ' **** NQU - 

8* m v 

Ist nun ^-fi für x==a positiv, so ist in der unmittelbaren Nähe von 
x = a diese Grösse immer noch positiv ; * also nach dem Satze in III, ist 
aucn IjtmZ vor un( * nach x = a positiv; eben so nun auch u - s - w »> 

endlich ~ vor nnd nach x = a positiv. Demnach wächst ^ vor und nach 

x = a; da es aber für x = a Null ist, so ist es vor x = a negativ, nach x=a 
positiv. Diess zeigt aber (nach I) in y ein Minimum an. 

I ßt foti für x = a negativ, so hat man fUr x = a ganz eben so in y ein 
Maximum. 

2) n eine ungerade Zahl. 

Setzen wir 2 m -t- 1 statt n, so ist also für x — a: 
8y 8 : y 8* ra y 8 ,m+1 y 

äx* eP 8l^ NQl1, eV^ DichtNun * 

gtm+1 y 

Sey nun fl tm /, für x = a positiv, also auch in der unmittelbaren Nähe 

von x = a positiv, so sind (nach III) nun auch ev>m _i , 8 ^ _ 3 ^ 

vor und nach x = a positiv. Nach I ist dadurch angezeigt, dass weder ein 
Maximum, noch ein Minimum in y für x = a vorhanden ist. 

Dasselbe erhält man , wenn für x = a negativ ist. 

Daraus fliesst nun die folgende allgemeine Regel: 

„Sind von den Grössen f (x), f"(x), F"(x), .... eine Reihe von An- 
fang her für x = a gleich 0 und ist die erste, welche nicht 0 ist, von gerader 
Ordnung [d. h. f" (x), f 4 (x), . . .], so ist f(a) ein Maximum, wenn dieselbe 
negativ, ein Minimum, wenn sie positiv ist. Ist dagegen jene erste, die nicht 
0 ist, von ungerader Ordnung, so ist f (a) weder ein grösster, noch ein 
kleinster Werth." 

V. Wir haben im Vorstehenden vorausgesetzt, es sey y unmittelbar als 
Funktion von x gegeben ; wäre diess nicht der Fall , sondern man hätte die 

g y 8'V 

Gleichung f(x, y)=0, so würde man eben^, .... nach §.19, IV 
daraus bilden und in der angegebenen Weise verfahren. 

Endlich kanu es sich ereignen, dass man zum Voraus weiss, dass ein 



* Wenn sie negativ werden sollte, so raüsste sie durch 0 (oder QC) gehen. Wäre sie 0 
fürx = a + a, so bliebe sie immerhin positiv Ton a bis a-H o, was, wie klein auch a seyn 
mag, für unsere Zwecke genügt. 

* 
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Maximum oder Mioimum stattfinden werde, und man nur den betreffenden 

8 y 

Werth sucht; alsdann genügt es, bloss ^ = 0 (oder qo) zu setzen. 

VI. Wir haben bei den obigen Regeln bloss die Wurzeln der Gleichung ~ 

= 0 im Auge gehabt; beachtet man die ebenfalls zulässige Gleichung |~ 

6 y 

= qo und ist x = a eine Wurzel derselben, so wird man in ^ ganz unmit- 
telbar untersuchen , ob diese Grösse vor x = a von anderem Zeichen ist als 
nach x = a, und wenn diess der Fall ist, so wird x = a in y ein Maximum 

geben, wenn vor x = a positiv, nach nach x = a negativ ist, ein Minimum 
dagegen, wenn das Umgekehrte stattfindet. 

VII. Die Regel in IV Iftsst sich auch aas §. 22, II ziehen. Denn ist dort f (x) durch 
f (x) — f (a) ersetzt, so bleiben die Differentialquotienten doch nur die von f (x) und es ist f (x) 
— f (a) so beschaffen, dass diese Grösse selbst , nebst den n — L ersten Differentialquotienten 
Null siod, so dass also 

h" M h"-^ 1 

wenn f (a), . . . , f* — 1 (a) Noll sind, f* (a) aber nicht. Lässt man hier h sehr klein seyn , so 
hangt das Zeichen der zweiten Seite vom ersten Gliede ab (§. 7, V), so dass also die beiden 
Grossen 

f (a + h) - f (a) und f» (a) (a) 

& , . n 

gleiches Zeichen haben. 

Soll nun f(a) ein Maximum seyn, so muss f (a -+- h) — f (a) für klciue (positive 
oder negative) h negativ seyn. Ist also die zweite Grösse (a) immer negativ, so ist diess der 
Fall, sonst nicht. Welches Zeichen auch f" (a)habe, so wird, wenn n ungerade ist, dieses zweite 
Glied für positive und negative h verschiedenes Zeichen haben. Bei ungeraden n gibt 
es also weder ein Maximum, noch ein Minimum. 

Ist n gerade, so hat h n immer das positive Zeichen, die zweite Grösse (a) ist also negativ, 
wenn f» (a) es ist. Also ist f (a) ein Maximum, wenn n gerade und f" (a) 
negativ ist. 

Soll f (a) ein Minimum seyn, so muss f (a + h) — f (a) immer positiv seyn. Diess ist der 
Fall, wenn n gerade und f(a)>0 ist. Also erreicht f " (a) ein Minimum nur 
dann, wenn f " (a) bei geradem n positiv ist. 

§. 25. 

Beispiele. » 

1. Man soll x so bestimmen, dass y = x m (a — x) n ein Maximum oder Minimum 
werde. Dabei setzen wir m und n positiv und ganz, a eben so positiv voraus. 

Hier ist 

\\ = x»-' (a - x) -» [m (a - x) - n xj , |lj = x-» (a - x)-« [m (m - 1) (a - x) ' 

-2mux(a-x) + n(n-l)i ! ] 

oy am 
Soll nun — = U seyn, so ist diess möglich, wenn m (a — x) — n x = 0, x = . 

was auch m und n seyen; oder wenn x = 0 für m > 1 , oder a = x für n > 1. Für 
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am . 8*y m -i„»-i,m + .-t am 

X = nT+n" ,8t 87 = <m-r- »)-»-»" ' d - h ' De ^ tlV ' 80 da8s x = ^ ,mmer e,n 

Maximum gibt. Was die anderen zwei Werthe anbelangt, so ist es bequemer ~ 

geradezu zu untersuchen. Sey also x = 0 -+- h = h , m > 1 . so ist dann ^ = h" -1 

(a — h)" -1 [m a — (m + n) h] und da h sehr klein , a positiv , so wird diese Grösse 
immer positiv seyn, was auch h ist, wenn m — 1 gerade, also m ungerade ; da'gegen 
wird sie positiv mit positivem h, negativ mit negativem h seyn, wenn m — 1 unge- 
rade, also m gerade ist. Daraus folgt, dass für x = 0 die Grösse x™ (a — x) a ein 
Minimum ist, wenn m gerade; aber weder Minimum noch Maximum, wenn m un- 
gerade ist. 

8 v 

Ist zweitens x = a h, so ist ^ = (a h) m ~ x (— h) n - 1 [ — mh — n (a h)] 

8 v 

und da bei kleinem h sicher — roh — n(a-hh) negativ, so wird ~ immer negativ 

seyn, wenn n — 1 gerade ; dagegen positiv bei positivem h und umgekehrt , wenn 
n — 1 ungerade ist. Also gibt x = a ein Minimum, wenn n gerade, und weder 
Minimum noch Maximum, wenn n ungerade ist. 

1 

Für y = x (a — x) hat man also bloss Maximum , wenn x = y a. 

• a 

Für y = x (a x)* hat man Maximum , wenn x = , Minimum, wenn x = a. 

Für z = x* (a — x) s „ „ „ „ x = y, „ „ x = a, 

Minimum, wenn x = 0 , u. s. w. 

Die erste dieser Grössen entspricht der Aufgabe , aus der gegebenen Summe a 
zweier an einander stossender Seiten eines Rechtecks das möglich grösste Hechteck 
zu bilden. Ist nämlich x die eine Seite, a — x also die andere, so ist die Fläche 

= x (a — x) und wird ein Maximum, wenn x = y, wo dann auch a — x — y ' s0 
dass das fragliche Rechteck ein Quadrat ist. 

Eben so findet man, dass e' + e~'+ 3 cos x ein Maximum für x = 0 (wobei 
man bis zum vierten Differentialquotienten gehen muss). x' + ai + b ein Minimum 

für x = — ; — ein Maximum für x = e ; x* e -1 ein Maximum ist für x=a(a>0). 

II. Man soll die Werthe von x bestimmen , für welche y ein Maximum oder 
Minimum wird, wenn immer 

y 1 — 3xy — 2x-+-x* — 0. 

Man hat hieraus 

2yj£-3y-3x^-2 + 2x = 0, 
8y 

und da für das Maximum oder Minimum x- = 0, so ist also 

— 3y — 24-2x = 0, 

aus welcher Gleichung, in Verbindung mit der gegebenen, x und y bestimmt werden. 
Man hat zuerst 

y = -|(x-l), also -|<x-l)*-2x(x-l)-2x-+-x l = 0,x = |-, oder - 2. 

y— — -f-, oder — 2. 
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und äx = 0, so ist = g^lfi C^ 1 " obi S e We rthe von x und y)- 

2 2 

Für x = , y = r- ist diess = 1, also y ein Minimum; für x = — 2, y = — 2: 

— 1, also y ein Maximum. 

III. Aus zwei gegebenen Seiten a und b eines Dreiecks das größtmögliche 
Dreieck zu bilden. Sey x der Winkel, unter dem die Seiten sich schneiden, so ist 

8y 8*y 

y = £ab«mx die Fläche des Dreiecks. Dann ist & - =iab«wx, j-p = - { ab 

«mx, also damit ~ = 0 sey, muss x = 90°, d. h. das Dreieck ein rechtwinkliges 

8 l y 

mit den Katheten a und b seyn. Für x = 90° ist ^y, = — i a b , also negativ, 
mithin das Dreirck ein grösstes. 

IV. Unter allen Rechtecken von gegebenem Inhalte a das zu suchen, das den 
kleinsten Umfang hat. 

Seyen x und z zwei aneinander stossende Seiten, so ist zunächst x z = a , also 

z = y; ferner ist der Umfang = 2 x -h 2 z = 2 x -f- y =yund mithin — =2— p . 
b*y 4a ö*y 

gp = p . Da g— sonach immer positiv , so ist der Umfang wirklich ein kleinster. 

8 y 2 a a 

Ferner ist j— = 0, wenn 2 = p , x = Va , woraus auch z = — = Va, so dass das 

gesuchte Rechteck ein Quadrat ist. ^ 

Fig. 8. V. AE (Fig. 8) stehe senkrecht auf AC; BC = a sey 

£• gegeben, eben so AB = b ; man soll den Punkt D finden, in 

welchem die Linien BD und CD mit einander den grössten 
\ ,. Winkel machen. 

\ 'v. Dass hier nur von einem Maximum die Rede scyn kann, 

\_ x ist klar; ein Minimum fände sich, wenn D in A wäre, da 

H c dann CDB = 0 geworden. Wir brauchen also bloss den 

eigentlichen Werth des Maximums aufzusuchen. Sey nun AD = x, so ist 

tgCDA = ~^, tg BDA = -- , 

also a+b b 



tg CDB = 'bfr + fc) • '"dem CDB = CDA — BDA. 

1+— 



Da sicher CDB ein spitzer Winkel , so ist seine Tangente auch oin Maximum, 

a+b b 

wenn der Winkel ein Maximum ist, so dass y = — = x » + b * (a+b) ein 
Maximum werden muss Daraus 
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Dann ist 



tg CDB — 



a \/b (a~t-b 
2b(a 



also 



b ) 2Vb(a4-b) 

Was die beiden Winkel bei B und C anbelangt (in dem Dreiecke CDB) , so ist 



<<7 (B - C) = 



Y 



b 

a + b 



b 

a + b 



= QC, B-C = 90°. 



(Man vergl. damit mein „Handbuch der ebenen und sphärischen Trigonometrie" 
§.35, Nr. 10). 

Man erhält dieselbe Auflösung, wenn man sich die Aufgabe stellt, den Punkt D 
an dem senkrechten Thurme AE zu finden , in welchem BC unter dem grössten Ge- 
sichtswinkel erscheint. 

VI. Die Punkte A und B (Fig. 9), so wie die Gerade MN sind gegeben ; man 
soll in letzterer C so bestimmen, dass die Summe der Geraden AC-f-BC die kleinst- 
möpliche sey. — Dass es sich hier nur um ein Minimum 
handeln kann, ist aus geometrischen Gründen klar, eben 
so, dass der Punkt C zwischen D und £ , die Fusspunkte 
der yon A und B auf MN gezogenen Senkrechten, fallen 
muss. Sey also AD — a, BE = b, DE = c, DC = x, also 
CE = c — x, so ist 

AC =i V^+T 2 , BC = V(c-*y-h b\ y = Va>+V 
+ V(c-i) s + b*. 
8y x c — x 



Fig.9. 




- j V 



Daraus r— = 



=0, 



c — x 



»* VWx* V r ( c -x)>H-b» ' V^+x 1 V(c-i)« + b'' 
und wenn man quadrirt : 



(c — x) 1 



a' + x* 



(c — x)* -+- b 



x t (c-x) l +b I x l =a l (c-x)»4-x*(c-x)», b*x* = a*(c-x\ 



bx = a(c — x), x — 



ac 
a-hb 



(Man darf hier nicht b x = — a (c — x) setzen , da b, x , a, c — x .«ämmtlich 



positiv sind.) Daraus c — x = 



bc 



d. h. 



a-hb* 

x:c — x = a:b, DC : CE = AD : BE , 

so dass die Dreiecke ADC und BEC ähnlich, also die Winkel ACD und BCE gleich 
sind. (Ein von A ausgehender, an MN zurückgeworfener und nach B gelangender 
Lichtstrahl legt also den möglich kleinsten Weg zurück.) 

VH. An einem Hebel (Fig. 10), dessen Stützpunkt in A 
ist, wirkt in B die bekannte Kraft P, wobei AB = a; das 
Gewicht der gleich dicken Hebelstange ist = b für die Ein- 
heit der Länge. Wie lang muss der Hebel seyn , damit an 
seinem Endo die möglich kleinste Kraft y der P das Gleich- 
gewicht halte ? 



Fig. 10. 
M ü 
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Sey AC = x die Hebellänge, sein Gewicht also bx, so bat man filr das Gleich- 
gewicht : 

„ , x aP bx by aP b 8*y 2aP 

y x = aP + bx-, y= 7+y , e x = -7r + -2 • ä^=- x i-' 

so dass also -+— - = 0, x=l/— — 

6»y + 2 " b 
seyn muss. Da^,>0, so hat man für y wirklich ein Minimum = .— _ - 

, Vt 

— V 2 a b P. 

VIII. In eine Kugel vom Halbmesser r soll man denjenigen senkrechten Kegel 
einschreiben, dessen gesammte Oberfläche ein Maximum sey. 

Sey x die Entfernung des Kugelmittelpunktes von dem Mittelpunkt der Grund- 
fläche des Kegels, so ist der Halbmesser der letzteren = Vr 1 — x 2 , seine Höhe 
= r 4- x, also seine Se ite =Y r T — x » -h (r -f-~x) 2 = Vi r (r - h x), mithin die O berfläc he 
y = „ ( r J - x 2 ) -+- n Vt 2 - x 2 V2 r (r -h x)= n [r 2 - x 2 4- V{r ■+- x) (r-x) V2r(r+x)] 

= ^ [r 2 - x 2 + (r-h x)V2r(r-x)j ; ^ = tt[-2 x +^2^5=3 - ( ^^]=0, 

d. h. — 4x V}— I H- 2 V2t(t— x) 2 — (r-hx) V^2r = 0, 4 xW~x-2 (r— x) V'sTr 
-(rH-x)V^2r = (r— 3x)V^2r, 16x 2 (r-x) = (r-3x) 2 2r, 8rx'-8x 5 =r s -6r J x 

-*-9rx\ x J +yx J -YX + j = 0. 

Da für x = — r die erste Seite = 0 , so lässt sie sich durch x r dividiren ; 
wirklich ist die Gleichung auch 



(x + r) ( 1 .-l„ + i. t .)=0. 



7 1 7 r 

und da x 2 — -g-rx -+- g-r 2 = 0 die Wurzeln x = ^r + jg V 17 hat, so sind — r, 

74-1/17 1—yVl 

— jg — r, — — r die drei Wurzeln obiger kubischen Gleichung. Wie man je- 

8y 7-M / 17 
doch sieht, ist ^ nicht 0 für x = — r, und nicht für x = — ^ — ^ wohl aber für 



* Für x = - r ist jj| = ff[2r-t- V2r 2r] = 4 r ä; für x = ^y^— r : ^ 

[- (WiZlVjL-^ + 2 (9 — y 17) — (23 + y - 17) J = r?f g rw 

[~ (7 + ^ l7) ^ iy -(5 4-3Vl7)], welche Grösse negativ ist; fü r x = 7 -"^^r: 

bj «rV2 r (7-^17) V9T7I7 1 *r^2 

[-s + 8vi7- /< 7 -^ 7 >;< 9+ ^ 

— 0. 
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x = -■ ^q — r. Also ist der Halbmesser des Kegel« = ^ x l ~ ^ r 

= ^ Visoh- 17 , die Höhe = ^^q 17 r. 

IX. Stellen AG, BF (Fig. 11) zwei parallele Wände vor, 

deren Entfernung AB — a ist, und in deren einer sich eine q 
Oeflnung BC von der Höhe h beiludet, so .soll man entschei- 
den, ob ein Balken DE, dessen Lange = A, zu der Oeflnung -Ö 
BC hineingebracht werden könne (wenn A > a). 

Man wird natürlich den Balken zuerst an der Wand AG 
aufrichten, ihn also die Lage DE annehmen lassen; wird nun,^ L 
indem E vorwärts, !) abwärts gleitet, die Erhöhung BK des Balkens unter der Oeff- 
nung nie h übersteigen, so kann man ihn zur Tluire hineinbringen , so das» also der 

grösste Werth dieser Erhöhung (BB = y) kleiner als h, oder höchstens — b seyn 

* } X 

muss. Sey nun BE — x; so ist ER: ED = x :a -h x, d.h. Eß-,— ; v — l ER- x' 




— VA* — (aVx) ! , also" y 

a H- x ex 

dies« — 0 zu setzen ist, so hat man : 



und da 



a[A* — (a 4- x)*] = x (a H- x) 1 , a ).* — (a H- x) 1 , x = -aH-VaA s 
so dass immer 

A(l - ^) ? 5b. 4. .,. A ä (l - a i)^h ä u s - . ä 5h ä 

seyn muss. 

X. Man soll ein offenes zylindrisches Gefäss von bekanntem Inhalte a konstrui- 
ren , so dass der Boden und die Wände die Dicke b haben , dabei aber möglichst 
wenig Material zur Konstruktion verwendet wird. 

Sey x der innere Halbmesser des Bodens , z die innere Höhe , so ist der Inhalt 

= x 7 7i z und da derselbe = a seyn soll, so ist z = ~ t . Ferner ist der körperliche 

Inhalt des Bodens = (x + b)'jrb, der Wände = [(x H-b) J 7r — x'ttJz, also der ganze 
körperliche Inhalt des Gefässmaterials = 

b n (b H- x) 1 H- « z [2 b x H- b J ] = b « (b H- x)' H- \ (2 b x H- b») - y . 



also 



^ = 2b«(bH-x)- 2 x *(2bxH-b t )H-^V l = 0, 
b*wH-b*x-^- ^ = 0. «(b-Hx)-^(b + i)=-0, 



und da nicht b H- x = 0 , so ist ?r = , x = , dann ^ — \ \^*T 
Uienfer, niflbrtntUU u. (niegral-RaehBoaf. 8 An«. <r 
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d. h. es ist der innere Halbmesser gleich der Höhe zu machen. (Die Wanddicke ist 

...... x « • . 8'y rt , 4ab 6 ab* 

somit ganz gleichgiltig.) Hier ist ^ t = 2 b n -h -*- , also > 0, und man 

hat somit ein Minimum. 

XI. Man soll einen Zylinder vom Inhalte a konstruiren, so dass seine Oberflache 
die möglich kleinste sey. 

_ a 

Sey wieder x der Halbmesser, z die Höhe, so istx*ffz = a, z== J ^i- Die 
Oberfläche ist = 2x J 7TH-2ffxz = 2ffx ? -h— =y. abo muss g^ = 0, d.h. 

4*x-^ = 0. 2»x*=a, x=]f± 

a i'A** i'Ai i*/8a „-.Y a 
seyn ; dann ist z — — y — = y — = y 2~rr~ V 2~ji = ^ 80 c * a8S * e Höhe 

dem Durchmesser gleich seyn muss. (Anwendung bei Münzen, deren Oberfläche 
wegen der Abnützung möglichst klein seyn muss.) 

XII. Es ist ein Flüssigkeitsmaass von der Form eines abgekürzten Kegels zu 
verfertigen, das bei gegebener Neigung a der Seiten gegen die Grundfläche und dem 
Inhalte a die möglichst kleine Fläche habe. 

Sey x der Halbmesser der Grundfläche , h die Höhe des Kegels , so ist die 

(schiefe) Seite = -r^, und der Halbmesser der obern (kleinern) Grundfläche 
= x — h eotg «. Demnach ist der Kubikinhalt a = }nrh[x I -J-x(x — h eotg a) 

-h (x - h eotga) *] = kn h [x J ~ ~ ^2gV = * * U ' ~ ( * ~ h "* tt) ' l 

/ . 3a i 

x — ix eotg a— {z* eotg a) . 

1t 

Die Oberfläche besteht aus der Grundfläche und dem Mantel des Kegels , so 
dass, wenn dieselbe y ist, man hat 

y=rrx l + (2x-h cotg a) "~ = 

SM Ct 

= «[x t + — + (2x — heotga) ~ -1 

L eo$a ' «no eosaj 

= IV (H- co*o) 4- (2x — h eotga) h eotga — x*] 

= ^[2x*c 0 ,M«-(«-b^«n = ^-[2x*co.*l«-(x'-^«)^«) i ]. 
cos a eos a n 

Daraus folgt 

^-^[4c^ia + 2x*(x'-^^ya)-'-4x(x'-^c ö ^«)" i 1. 

by 

Setzt man — = 0, so ergibt sich , da x nicht = 0 : 



2eo$*\a — - 



V'(x J eotg a) 



-»y 2^Kcotqacos f, \a. 

* X ~ V n[8eo,*\a-\] 
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Da jetzt (x 3 ---cotya) 3 = so ist g^= — [4eos 2l l «-h32eoa 9l 1 a 

-8cos i U<]= 4 "*°' i{a [8 co* 6 i «- 1]. Ferner ist 8 co* e i. a - 1 = (4 co** | a 

COS CC 

■+■ 2 co** \ a -f- 1) (2 co* 2 J « — 1) = (4 co** * a -h 2 co** i « ■+■ 1) co* <?, also 

g^i = 4 ?r co« 7 4«[1 -+- 2 co* s et H- 4 co** s «j\ d. h. >0, so dass man wirklich ein 
Minimum hat. 

XIII. Für einen Ort der Erde , dessen geographische Breite = <p ist , soll man 
denjenigen Stern (von der Deklination x) angeben , der in der kürzesten Zeit von 
einem gegebenen, mit dem Horizonte parallelen Kreise zu einem andern ebenfalls 
gegebenen solchen Kreise gelangt. 

Sey (Fig. 12) Z das Zenith des Ortes, P der Pol, AB und CD die zwei mit dem 
Horizontale parallelen Kreise, deren Zenithdistanzen — « und «' ^ ^ 
seyen; endlich S und S' die Lagen des fraglichen Sternes, wenn 
er durch die beiden Kreise geht, so dass PS = PS' = x. Der 
Winkel SPS' misst diu Zeit und es soll derselbe also ein Mini- 
mum seyn. Ferner ist PZ = 90° — qp , ZS' = a\ ZS = «, also 
in den sphärischen Dreiecken ZSP, ZS'P : 

cot a — »in 9 cos x -t- cos 9 tin x cot ZPS , 
cot a' — tin 9» cot x -+- cot <p sin x cot ZPS', 
woraus, wenn man nach x differenzirt und beachtet, dass u, «', g> konstant, aber 
ZPS, ZPS' veränderlich sind, folgt: 

8 (ZPS) 




0— — timptinx->rCOS9 cot x cot ZPS — cot v sin x .«in ZPS 



ex 



c 1 (7F*S') 

0 = — tin 9 tin x -+- cotf> cot x cot ZPS' — cot 9 tin x tin ZPS' — - - . 

0 x 

Ferner ist SPS' = ZPS — ZPS' und da, indem SPS' = Minimum seyn soll, 

8(SPS') n 8 (ZPS) 8 (ZPS') 

. =0, so ist 8x = fi x . Beachtet man diess, so wie dass nach obigen 

Formeln : 

8 (ZPS) tgv „„„ 8 (ZPS') lg 9 

so hat man zur Bestimmung von x, ZPS, ZPS' die Gleichungen: 

co* 3 = n'nfi cot x -f- co* *> tm x co» ZPS , cos a' = tin 9 cot x -f- cot <ptim cot ZPS'. 

Nun ist auch (vergl. mein „Handbuch der Trigonometrie" S. 225), wenn S, S' 
die Winkel an S und S': 

-* s = - """" m - *M + -V 1 "« zps = - SU • 

— <<7 y COtO S' 

eben so ^TzPS 7 C<> ^ X '"^ ZPS ' ~ ~~ ~t7nx~ ' also 

cotg S — cofo - S', S — S'. 

Benützt man, was bequemer ist, diese Gleichung, so ist auch cosS = cosS\ d. h. 

tintp — eota cos x tin 9 — cot et' cot x . . . . . . 

-, ttn 9 (ttn a'— ttn a) = (cot a tma'— cot a'tma) cot x, 



tw a tin x tin af tin x 

.7« 
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sin 9> (*w a'-nna) 2 ein ? . cos \ (a' 4- a) s in \ (a — a) cos~\ (a + <r') 

COS X = . - ■ — / -. ~ ~- ; — ~r, : = ttn <f> — — , 

Cosatina'— cosa'juna nn(«' — a) cos\(a— a') 

woraus x bestimmt ist. Will man ZPS und ZPS' haben, so ergeben sie sich aus den 
betreffenden sphärischen Dreiecken. 

XIV. Man soll eine Zahl a in n Theile theilen, so dass das Produkt der Theile 
das möglich grösste sey. 

a 

Sind x t , x 2 , . . . , x„ die einzelnen Theile, so mus x, =x, = ,..=x, = — seyn. 

Denn gesetzt es seyen x r und x, ungleich, und es sey das Produkt x ( . . .x r . . . x« 

x B ein Maximum, wobei x t -f- . . . -I- x„ =■ a , so würde, wenn x' r = x', = i (x, ■+■ x, ) 
das Produkt x' r x\ > x r x. (Nr. I), indem das Produkt zweier Faktoren von konstan- 
ter Summe dann am grössten ist, wenn sie einander gleich sind; also wäre 

X I . • . x'r . . . x't . . . Xq ^> Xf . . . X r . . . I ( . . . Xn , 

und auch x t H- . . x' r ■+- . . x', -h . . . x„ = a, so dass nicht x t , . . . . , x„ die Faktoren 
wären, die das Maximum geben können. Was von x r , x a gilt, lässt sich von allen 
einzelnen Faktoren sagen, so dass sie also alle einander gleich seyn müssen. 

Ist y eine stetige Funktion von x, so wird sie sieb bei kleinen Aenderungen dieser letzteren 
Grösse um so bedeutender Ändern, je grösser ^ für den betreffenden Werth von x ist (§. 20, 1). 

8y 

Da nun, wenn y für x = a einen Maximum- oder Minimum-Werth erlangt, Null ist, so 

c x 

wird in der Nabe dieses Wertbes y sieb sehr langsam andern. Diese eigentümliche Er- 
scheinung in dem Gange stetiger Funktionen zeigt sich den Sinnen in dem horizontalen Ver- 
lauf der Kurven in der Nähe des Maximanis oder Minimums der Ordinaten; ferner erklaren 
sich dadurch eine Menge Erscheinungen. So ändert sich bekanntlich die Deklination der 
Sonne (und damit auch die Tageslange) sehr langsam in der Nabe der Solstitialpunkte, 
d. b. wenn die Sonne ihre grösste Entfernung vom Aequator erreicht ; zur Mittagszeit nähert 
sich die Sonne nur langsam dem Horizonte u. s. w. Derselbe Grundsatz wird angewandt, 
wenn man den Regenbogen aus den Gesetzen der Reflexion und Refraktion des Lichtes er- 
klären will , indem die parallel in den Regentropfen eintretenden farbigen Strahlen nur dann 
(nahezu) parallel wieder auftreten, wenn für eine Aenderong des Einfallswinkels die Aenderung 
der Richtung der austretenden Strahlen sehr langsam geschiebt. Man bestimmt desshalb für 
einen Einfallswinkel x den Winkel y» den der nach ein- oder zwei- oder dreimaliger u. s. w. 
innerer Reflexion und zweimaliger Refraktion austretende Strahl mit dem eintretenden macht, 

8 y 

und sucht sodann denjenigen Werth von x, für den ~ = 0 ist; u. s. w. 

0 x 



Sechster Abschnitt. 
Bas unbestimmte Integral. 

§. 26. 

Erste Erklärungen. 

I. Seither setzten wir voraus, es sey eine Funktion f (x) gegeben und 
man solle deren Differentialquotienten ermitteln, den wir dann durch 

:' *: - 
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^r^» P ( x ) bezeichneten. Es kann nun aber der Fall eintreten, dass 

man diesen Differentialquotienten kennt, und zu wissen verlangt, aus welcher 
Funktion er durch Differenzirung entstanden ist. 

Wir können die jetzt gestellte Aufgabe in folgender Form aussprechen : 

Es ist eine Funktion y von x zu suchen, so dass ^ = f (x), wo f (x) eine 

bekannte Funktion ist. 

Die gesuchte Funktion y bezeichnen wir nun durch das Zeichen 

das wir lesen: „Integral von f (x) nach x u , und sagen also, es sey 
/ f(x) dx eine Funktion (von x), derenDifferentialquotient (nach x) 
gleich f(x) ist. Daraus ergibt sich, dass die Gleichungen 

oder l\ = Zt >' = / z8x | 

gleichwerthig sind, d. h. eine aus der andern folgt. 

Die Methoden, nach denen man im Stande ist, die Funktion J f(x)Öx 

zu ermitteln, bilden nun den Gegenstand der Integralrechnung für Funk- 
tionen einer unabhängig Veränderlichen. 

Das angehängte 3x ist abermals ein blosses Zeichen (§• 11), das an- 
zeigt, es sey x die unabhängig Veränderliche, nach der integrirt wird. 

/8/ , f(n)8u 
f(u)3u das Integral von f (u) nach u, so dass — 

f (u) U. 8. W. 

Aus diesen Erklärungen folgt ganz unmittelbar, dass 

Ay fW 8, = f(x), | 8 ^8^f(i), yr(x)8i = f(i). <8) 

Denn Jf(x) ist diejenige Grösse, deren Differentialquotient 
f (x) ist, so dass also die erste Gleichtmg nichts Anderes ist, als der Aus- 
druck dieser Erklärung; f^Y^ 9* oder ( x ) sagt. ,nan sol,e dic " 

jenige Grösse suchen, deren Differentialquotieut P (x) sey; diese ist aber 
gewiss f (x), so dass die zweite (oder dritte) Gleichung eben so richtig ist. 

Die willkürliche Konstant«. 
II. Ehe wir nun weiter gehen, haben wir uns die Frage zu stellen, ob 
das Zeichen J*i'(x)dx ein- oder vieldeutig sey, d. h. ob es nnr eine einzige 
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Funktion vou x gebe, üereu Differentialquotient gleich f(x) ist, oder mehrere. 
Gesetzt es sey F' (x) — f (x), so ist sicher J*f(x)dx — F(x), uud wenn es 

noch eine andere Funktion von x geben würde, die ebenfalls /f(x)3x wäre, 

so könnte man sie gewiss durch F (x) -f- <f> (x) vorstellen, wo <f (x) der 
Unterschied von F(x) und jener andern Funktion wäre. Ist nun 

/f<i)8x = F<«) + »<«). 

so muss also, nach obigen Erklärungen, der Differentialquotient der zweiten 
Seite gleich f(x) seyn, d. h. man muss haben (§. 12, IV): 

C X C X 



oder da .«chon F' (x) — t (x) : 



Demnach ist (p(x) unabhängig von x, d. h. eine (freilich ganz) willkür- 
liche Konstante (§. 12, I). Daraus nun folgt, dass wenn man eine Funktion 

8 F (x) 

von x: F (x) kennt, für welche -— — f(x), man allgemein haben wird: 



f(i)*x^F(x)-+-C, (4) 

wo C eine willkürliche Konstante bedeutet. 

Was nun diese Grösse anbelangt, so wird sie , eben weil sie von x nicht abhängt, auch 
nicht mit x sich ändern, and wenn sie ja sich .Indem sollte , so kann dioss nur dadurch ge- 
schehen, dass sie plötzlich einen andern bestimmten Werth annimmt, den sie dann wieder 
unverändert beibehält. (Eine stetige Aenderüng von C mit x, d. h. eine Aenderung um un- 
endlich kleine Grössen widerstreitet ja eben der Annahme, dass C unabhängig ist von x.) Da 
die Rechnung es vorzugsweise nur mit stetigen Funktionen zu thun hat, so werden wir 

f{ (x) 8 x so lange als stetig ansehen müssen, so lange f (x) endlich bleibt, was sich auch nach 
%. 10 von selbst versteht, da ja dann der Differentialquotient von / f(x) 8 x d. h. f (x) endlich 

yJ 
f(x) öx, d h. F (i) + C sich nur um unendlich 

wenig ändern, wenn x sich um unendlich wei'ig ändert, und da diess bei F (x), als einer stetigen 
Funktion , der Fall seyn wird , so folgt daraus , dass auch eben so lauge G denselben unver- 
änderten Werth beibehält, da diese Grösse sich plötzlich um eine bestimmte endliche Grösse 
ändern würde , so dass F (x) 4- C sich alsdann nicht um unendlich wenig mit x Änderte. Hat 

man z. B. das Integral Jtff x 8x, so ist dasselbe zunächst = — l(cogx), da ^|^-- = — tyx 

(§. 13). also allgemein 

1 tpx t x = — / (co«x) -f- C. 



Was nun hier C anbelangt, so wird diese Grösse immer denselben Werth habeu, wenn x 
zwischen den Gränzen ^- und -+- ^ liegt; ist aber x>-£- so kann ganz wohl C einen 
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Die willkürlicLe Konstante. 103 
andern Werth haben, als wenn x < — . da für x = — ja tg x unendlich . also unstetig wird ; 

1t 3 TT 

xwiscben — und — wird freilich wieder immer C denselben Werth haben u. s. w. * 

Man muM hierauf wohl achten , da man sich sonst in Schwierigkeiten verwickelt, die es 
nur dadurch werden, dass man nicht in den ersten Grundsätzen vollkommen klar geworden ist. 

Was die Bestimmung der willkürlichen Konstanten in bestimmten Fällen 
betrifft, so ist sie immer sehr einfach. Weiss man nämlich, dass 



* Es kommt diess darauf hinaus , duss man von C nur aussagen könne, es bleibe diese 

Grösse unverändert, so lange f (x) endlich, also (x) 8 x stetig ist. Verliert j*{ (x) 8 x die 

Stetigkeit , wird also f (x) nicht mehr endliche Werthe haben , so kann man von C weiter 
Nicht« mehr behaupten, da alsdann ganz wohl diese Grösse spriugen, d. h. plötzlich einen an- 

c- v (x) 

dem Werth annehmen kann. - - Dass aber, wenn — — — — 0 , nothwendig q> (x) eine Konstaute 

c x 

ist, lasst sich in folgender Art erweisen. 

Sey also von x — a bis x = b (b > a) immer - •= 0 , so folgt aus §. 15, I, dass 

C X 

innerhalb dieser Gränzen: 

A <fj (x ) d. Ii. ji(s+zls) - ?i in) — a A x , 

wo a mit zu Null wird. Siy nun x t ein Werth von x zwischen a und b; man lege diesem 
Werth die Grösse Jx viele Male nach einander zu, bis man zu dem Werthe x 2 = x, -f- n Jx 
gelangt, so hat man nach einander (x 2 zw ischen a und b) : 

<t> (x, -+- J x) — q> (x t ) ^<t,Jx, 

ix, -f 2 A x) q> (x, + Jx). k, Jx. 

</> (x, -t 3 Ax) — ij- (x, -I- 2 Jx) — c 3 Jx, 



<f> \ x t -t- n A x) ? (x, + n — 1 Jx) = a„ J x , 
wo o lt .... « n mit A x gegen Null gehen. Die Addition aller dieser Gleichungen gibt wegen 
x, +n Jx=x,: 

w(i,)~w(»i)^(«i +« l + ...-r«»)Ji- J — txAx= (x.-xj. 

Da alle a mit Jx gegen Null pehen, so kann man Jx immer klein genug (also n groBs 
genug) nehmen, so dass kein et seinem Werthe nach die Zahl k. die beliebig klein seyn kann, 
übersteigt. Daraus ergibt sich dann sofort, dass a t ->-... -f- «„ die Zahl nk, d. h. 
a, -)-... -+- du 



die Zahl k nicht übersteigen wird. — Da aber Jx ganz beliebig ist. so kann 

u 

man also immer setzen (der Werth von) 

I- O ?•«.'. ) • ■ V(* t ) <k (x : — x t ), 

wo k beliebig klein. Aus dieser (Jleichung rauss aber nothwendig v (x. j - v (x, ) = » ge- 
schlossen werden. Wäre Dämlich 9> (*■) — »' (*,) - y , beliebig klein , so kann man k 
immer so wählen, dass k (x, ~ x t )<^y, wodurch die Gleichungen 

mit einander in Widerspruch kämen. 

An« v(x,) — <s(x 1 ) =0 folgt fl>(x,)~ v (x l ) , so dass also ? (x,) d e ns el b e n Werth 
bat wie 9 (x t ) I>» die« für alle Werthe von x zwischen a und b gilt, so ist unser Satz 
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/f<x)8x = F(x)+C, 

und dass für x = a die Grösse ff(x) Bx = A seyn müsse, so ist 

A — F (a) -f- C , C = A — F(a). 

III. Die Richtigkeit einer Gleichung J*ydx = z -h C wird natürlich 

immer dadurch bewiesen, dass man zeigt, es sey = y, und es gibt auch 

keinen andern Grand dafür. Die Zufügung des Zeichens C ist auch nur in 
so ferne noth wendig, als man das Integral ausgemittelt hat; so lange man 

nur das Zeichen J*\ 8 x anwendet, versteht es sich von selbst, dass die 

willkürliche Konstante zuzufügen ist. So ist in ftgx'dx erst dann C zuzu- 
fügen, wenn man — l(cosx) dafür schreiben will. 

8 U /* 
Dass ferner aus ^ — v folgt U = / v 9u ist natürlich, und die schliess- 
lich zuzufügende Konstante ist unabhängig von u. 

IV. Aus §. 12 lassen sich leicht die folgenden Sätze beweisen: 

y a f(x)8x = a Jt(x)Zx, y"[f(x) + »(x)±.. ]8x-^f(x)8x+yi(x)öx + . • (5) 
wenn a eine Konstaute ist. Denn es ist etwa ^[nj* '( x )9x]— &^J* T(x) Bx 

= af(x), woraus sofort folgt a J*t'(x)dx — J**f(x)dx. Die willkürliche 
Konstante ist bei wirklicher Bestimmung dann noch zuzufügen. 

V. Aus der Zusammenstellung (6) in §. 13 ergibt sich nun hier die 
folgende : 

/«ttx 8x = — cotx + C, Icotxbx — *i'»x-f-C, I — ^— 8x = /oxH-C,, 
J ' J J cos'x y )(6) 

/,^-x 8X = -^ X + C ' /^ax = arc(«„ = x) + C, f^x = 
arc (tg = x) 4- C , 

da man durch Differenzirung der zweiten Seiten jeweils wieder die unter dem 
Zeichen j stehende Grösse erhält. Wir bemerken hiebei, dass man statt 

f tibi 9 x ' f iT7« 9 x > u - s - w - gewöhnlich schreibt j £^ , j y~^ s 
Als spezielle Fälle daraus hat man etwa : 

fix ( = ßdx^Jx°ox) = x + c, y^x = ~ + c,y^ = --L + c, 
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u-t-1 



u. s. w. 



i"8x = -4- C und 

m 1 



+ 1 

8x = — - -+- a-+- C, wo a eine bestimmte Konstante, als gleich bedeutend anzusehen 

m+1 

sind, da aH-C eben eine willkürliche konstante Grösse ist, die kurzweg mit C bezeichnet 

werden kann. — Findet man also j^** ftX 8* = — Co* x -+- C und j*tin i8x= - eotx-h l 

+ C, so sind beide Resultate als gleichwertig anzusehen. 

VI. Die Aufgabe, die ans nun zuuächst vorliegt, besteht darin, jedes 

vorgelegte Integral j*f(x)'dx entweder auf ein einfaches in (6), oder doch 

auf ein schon bekanntes zurückfahren. Wie bei allen umgekehrten Rech- 
nungsarten wird diese Aufgabe nicht in allen Fällen gelöst werden können, 
so dass man die -hauptsächlichsten Methoden angeben muss, nach denen man 
in einzelnen Fällen zu verfahren hat. Als fundamentale Hilfsmittel haben 
wir nun zunächst zwei Sätze anzugeben, die wir fortwährend anwenden 
werden , und ausser denen nur wenige solcher Hilfsmittel zum Ziele führen 
werden. 

§. 27. 
Theilweise Integration. 

Der erste dieser beiden Sätze ist in der Gleichung 

ausgesprochen und heisst der Satz der theilweisen Integration. Der 
Beweis desselben wird nach §. 26, IH geführt seyn, wenn man zeigt, dass der 

Differentialquotient der zweiten Seite gleich y ^ ist. Dieser Differential- 
quotient ist aber (§. 12, IV, V, §.26, I): 

8z 8y 8y 8z 

womit der Beweis der Richtigkeit geführt ist. Mau sieht, dass (7) der 
Formel in §.12, V entspricht, aus der der Satz auch sofort gezogen werden 
kann, da aus 

8(yz) _ 8z 8_y 
8* ~ y 8i + *8^ 

folgt (§.26, III) 
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Wir bemerken , dass man die (7) in noch mehrern andern Formen schreibt. Ist ^ = u, 

ox 

also z = ^u8x, so bat man anch 

/M».=y/.».-yßj/.a»]».. 

Gebraucht man die Bezeichnung der Differentiale : 

fy£d* = 7 z-fz < £d*,fjdz = y*-f ld j.. 

Wir wollen nun zunächst einige Beispiele zur Erläuterung des wichtigen 
Satzes (7) zufügen. 



I. Sey ßl (x) 8 x zu bestimmen. In (7) setze man y = l (x), |^ = 1 , so ist 

8y 1 C 8y f 8y 

g^~— , z= /18x = x, also yz = x/(x), z ^ = 1, /z ^8x = x, mithin** 

y*(x) 8x = x*(x) - x -+- C = x[i(x)- 1] -f- C. 

Hatman ß [/(x)] 2 8x, so sey wieder y = J(x) J , £~ = 1* f| = "^t * — x, 
alsoz|| = 2Ux),yz||8x = 2yj(x)8x = 2x[Ux)-l], sodass 

ßl (x) 1 8 x = xl (x)« - 2 x [/ (x) - 1] + C . 

/ x 8 t 8y ni(x) n_1 
?(x)»8x, so hatman y = J(x) n , = 1, ^ = — - » 

also y*(x)»,8x=xJ(x)»-n ßl(x)^Qz, 

wodurch das eine Integral auf das andere zurückgeführt ist. So hat mau für n=l, 

2, 3, ... : 

yi(x) 8x = xf(x)-x + C, 
yi(x) l 8x = xi(x) , -2 yi(x)8x, 



/' 8z 
y d x 



8 z /* 8 x 

das vollständige Integral von y— nach x, für uns bis jetzt dasselbe was /y^^x. 



** Man kann hiebei folgendes Schema sich bilden: Vorgelegt^ (x) 8x, also gesetzt 

y = *(*) 



8x 



' 

8x 



voraus 

z = x . 
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yi(x)»e» = x«(x) , -3 yi(x) l 8x, 

J*l(x)*tSx = xl(x)* — 4 fl(x) l Hx 

II. Sej vorgelegt Jlfe't*, wo n eine positive ganze Zahl ist. Man setze 

8z , , 8y (* 8y 

y = x", g— = e\ also g^ = nx 0- ', z = /e'öx — e 1 , Zj^nx^'e' und hat 

yx"e x 8x=rx n e' — n ^x^e'bx. 

Hieraus folgt, wenn n = 1 , 2, 3 , . . . . 

^xe , 8x = xe« — e* + C, 

yx , e , 8x = x*e 1 — 2 jxe'Bx, 

Jx*6 t Qx = x*e 1 — S j iV6x, 

— 8x bestimmen, wenn n ebenfalls eine positive ganze Zahl 

• Se yy =e > ^ = ^ = x • ^ 8x =e ' z =y x 8x == n ^i = 



ist 

— 1 8y_ e 1 

(n-l)x»-«' Z 8x" ~(n-l)x— *» 80 ,8t 



fh 8 X = ~ (n-l)x— + n~-T 8x ' 

Für n=l kann man diese Formel nicht anwenden; fürn=2, 3,.. aber gibt sie: 

/e 1 . e 1 /V Q /V . e» 1 /V 0 
_ 8x= -_ + y_8x,y^8x=--, +T y- r 8x, 

/e« 
— 8x zurückgeführt sind. Die Be- 
stimmung dieses letzteren ist zunächst nicht thunlich. (Vergl. §. 166, I)> 

IV. Es sey ^x" l (x) 8 x zu bestimmen, n beliebig. Sey y = l (x), ^ = x" , 

Eben so furj* l -^dx sey y==|(x), j~ = x^ ~ == -j-, z = Jx~ a ?\3.— 

— 1 /" 8 y _l_ /8x J_ J_ . 

(n-l)x«-'V Z 8x 8x -~n-l/ x» ~ (n-1)* ' x— 1 ' a,S0 
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Für n = 1 ist diese Formel nicht anwendbar , da sonst n — 1 = 0 wäre , und 
auch nicht j*~ n 8 x = — ^^Jy^-i » sondern = l (x) gesetzt werden müsste. Für 
8 x wird man also im Augenblick den Werth nicht angeben können (vgl. 

§• 28, n). 

V. Seyen jx" cos*. 8x, jx n sinx 8x zu bestimmen. Man setze y=x", ^ = {^^ 
also ^ — n x a ~\ z = \*ÜÜ*o9j.' und nat: 

j*x*rinx 8x = — x n cotx-\-n j x ^ X eot * 8x, jx n cotxbx = i"«»i-n j*x a ~ l $inx§x. 

Daraus folgt, indem man n — 1 für n setzt: 
j i "-'«'« x 8 x — — x n -'eo*x-Hn—l) j i n -*cosxbx, f* n ~ K eo«x 8x=x n - ' *mx- 

- (n- ^jx^'tinxbx, also 

l % * n tinx$x = — x n co$x-\-Tix n - 1 rinx — n(n— 1) jx n ~*tinx 8x , 

^x" cotxd x = x" «nx-H ni" -1 co«x — n(n — 1) j*x n -*co9x 8x. 

Fürn=l: ^x»inxbx = — xeo8x-h»inx-\-C, j'x eotx 8i = x«'bx + «wi + C, 

so dass allgemein jx n cosx 8 x und /x"#inx8x bestimmt werden können in der- 
selben Weise, wie oben in ähnlichen Fällen. Man hat etwa 

J*x i *inxBx = — x*cotx-h2*8inx — 2j*tinxdx, * • 

Jx*sin x 8 x = — x* co*x + 3x l «'n x — 3.2 ^x w'n x 8 x , 
jx*iinx$x = — x*cotx + 4x i sinx — 4.3 jx^inxbx, u. s. w. 

M * Ll " /(TTx? ZU be8timmen > se y y = e *. ^ = (j^yi, also ~ 
= tf + „. = ^(, + ,)..=/li|L s = - T J-. [daA( f ±-) = _ fr L ? ]. 



und mithin 



y*xe l 8x xe« /V(lH-x) xe 1 /* x «> 
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§• 28. 

Integration durch Umformung. 
Der zweite Satz (§.26, VI) ist der der Integration durch Um- 
formung. Hat man nämlich das Integral yf(x)3x zur Bestimmung vorge- 
legt erhalten, und man vermuthet, dass durch Einführung einer neuen Ver- 
änderlichen z für x man seinen Zweck leichter erreichen könne, so wird man 
statt des Integrals nach x eines nach z zu bilden haben. Soll diess möglich 
seyn, so muss zwischen x und z eine Beziehung (Gleichung) gegeben seyn, 
die uns in Stand setzt, x durch z und z durch x auszudrücken. Drückt man 
nun x durch z aus, sieht also x als Funktion von z an, so ist die Grösse 

yi'(x)8x, die wir durch ü bezeichnen wollen, zunächst eine Funktion von x, 

also dann auch Funktion von z. Demnach (§. 13): 

8U 8U8x 8U 8 f ... 
67 = 8x8z' W0 8^ = rx/ f(x)8x==fW ' 

sodass i7 = f(x) e4 f V =f {(x) ll dz ' f§ ' 26 ' in) 

uudalso ß(i)d*= J{(*)^t, (8) 

wo in f (x) ^ die Grösse x durch z zu ersetzen ist. Kann man ff (x) jj^3z 

(nach z) integriren , und ersetzt dann z wieder durch x , so hat man auch 

f(x)3x. Die etwa beizugebende Ronstante lässt sich am Schlüsse der 

Rechnung immer zusetzen. Man sieht, dass (8) dem Satze (5) in §.13 un- 
mittelbar entspricht, wie denn auch die Richtigkeit von (8) geradezu mittelst 
jenes Satzes bewiesen wurde. 

Beispiele mögen den Gebrauch des Satzes erläutern. 

/' 8x 
a*-t-b'x' bestimmen. — Man setze , gemäss (8) , b x = a z, 

az 8x a . / 8i a f 8z 1 f 8 z I 

x= b"' 8!" *° 1St J ä' + lV = TJ aM^T* = ab./ ITz^ = ab ^= x) 

= ^ ore Qff = , so dass 

/' 8x 1 r bx^ „ 

a*-+-b s x* ab V ay 
wovon man sich durch unmittelbare Differenzirung sehr leicht -uberzeugen kann. 

c i • r 8x8x1 . Öx 

Setzt man in /^ax8x:ax = z, a^=l,^ = --, so ist cos a x ^ = 

cos z — , also 



J 



/cot a x 8 x = — fcot z 8 z — — rim -4- C = -««ax + C. 
a/ a a 
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4 

Eben so 

frin ax 8x = -± W ,ai + C /^pf,-, = ^/y^, = j «« «, = » + C = 



arc (tff = a x) H- C . 



II. Um y^x™ -1 «tn (a + bi") 8 x zu bestimmen , setze man a+bx" = z, 

8 x 8x1 8x1 

mbx" _l r-=l, x m_I 7t- = — r. x" -1 «n(a + bx")r = -r«mz, also (8) 

/ö x f 1 x 

nn J x <?o* x 8 x setze man sin x — i , also cos x ^ = I und «n 2 x cos x — 

— z\ mithin 

ßin t xcotx*x= /x , 8z = y + C = ^^H-C. 

Diese Gattung von Integralen lässt sich aligemein darstellen. Ist näm- 
lich y eine Funktion von x, so heissen sie 

und wenn man die Umformungsformel (8) beachtet, so ist 

yf(y)^8x= fi(j)Bj.* 

So wäre 8x = 1/( X )» + C, [y = /(x), *ergl. 8. 27, Nr. IVJ. 

J*co**xsinxdx = — ^-^H-C, = — eo*x), 

y=Ö.,=irf(™=,) + C, fy = a«(«.= I )]. ...... 

III. Um J *Jf^ t zu bestimmen, sey a J + x l = 8, 2x^=1, ^I^T* 

_x 8x _ 1 I 

a^TT'e"*- 2 7 ' aIso 

/, 8x 

iru /* 8x ,/ x 1 8x , 1 8x 1 , 

Eben so KrJ^ ,e y f <») = « , y - = l , — _ = - , also 

8x 

Auch diese Integrale lassen sich allgemeiner darstellen. Ist nämlich 
/, eine Funktion von x, so sind sie 



* Kennt man J f(x) 8 x, so ergibt sich fttyüj. 
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dz 



J z ^h/^ = bi( 2 ) + C. 

So ist y<«7 x 8x = y ^i 8 x = -/(co«)H-C, (z = co*x, h = -l); 
yo^x8x=y^8x = *(«nx) + C, (z = «„x, h=l); 



8x 

/' x8x / X 8z 1 Aiz i /•_• i , 

Ebenso f y^^ = " V^^+ C. (. = .»-,«); = «»(* = .«) + 

+ C, (z = e*); 

y = ~ (- (d— ■ + c - [«='«>• <«"«'• Nf - ">. • 

Bezeichnungen. 

Wir müssen hier auf diejenige Art der Bezeichnung von Integralen hin- 
weisen, die der in §. 15, I I aufgestellten entspricht. 

Ist y eine Fnnktion von x, so ist f(x, y) ebenfalls als Funktion von x 
anzusehen, und es könnte sich ereignen, dass man das Integral von f(x, y) 
partiell nach x erhalten wollte, wobei also y als konstant angesehen wäre. 

Dieses würden wir durch ß(x, y) 8x bezeichnen. - Will man aber 

* Wir nahen bereits schon auf einzelne Regeln in II und III aufmerksam gemacht. 
Die wesentliche daron ist die in der Gleichung ß (y) |^x = Jt(y)*J ausgesprochene, die 

im Grunde nur die Gleichung (8) ist. So ist in / 8x:f (y) = — . also / 8x = 

" 7 7 7 

/»& = "/^ ""=«"• H=T- 'W = r-. 

h =1 «1 / * 8x = / 8y _ 1 1 

' S 7x/(ir /y- (m-l)y— «- (m-l)/(x)— « 



u. s. w. 
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das vollständige Integral von f (x, y), so bezeichnen wir dasselbe 
durch y*f(x, y)rfx. 
Demnach wäre 

währeud yx y du erst angegeben werden kann, wenn man y als Funktion 

von x kennt. 

In III würde man also schreiben können : 

y/' x — 

Dass j* J+ X t und J ^~i> eDen ß o J*~ und dasselbe bezeich- 
nen, ist klar (§. 15, III). 

Eben so kann ^yz 3x nichts Anderes bezeichnen als J*yzdx auch 

bezeichnet, da x in yz nicht entwickelt steht und also von partieller 
Integration nach x keine Rede seyn kann. 

J*yzdy bedeutet nothwendig das partielle Integral von yz nach y, das 

gleich 3 — ist, u. s. w. 

Wo keine Zweideutigkeit zu befürchten steht, werden wir immer das 
Zeichen 8 anwenden; im Falle aber Zweifel entstehen sollten, so wird dieses 
Zeichen nur partielle Integrale vorstellen. 

§. 29. 

Zerfallaog in Partialbrüche. 

Funktionen von x, welche die Form a-r-bx-hcx'-r- ... haben, heissen 
ganze Funktionen von x; der höchste Exponent von x gibt den Grad der 
Funktion an. So ist 12H-8x' — 9x*-l-7x 6 eine ganze Funktion von x des 
sechsten Grades. Seyen nun f(x), F(x) ganze Funktionen von x, so soll 
es sich um Bestimmung von 

<*). 



/V_(x) 
F(i) 



F(,) 8 * < a > 

handeln. Zunächst ist es nun allgemein genug anzunehmen, f(x) sey von 
niedererem Grade als F (x). Denn wenn diess nicht der Fall ist , so dividire 
man mit F (x) in f (x), und erhalte als Quotienten <p (x), als Rest tp (x), wo 
\p (x) von niedererem Grade ist als F (x), so ist (§. 26, IV) 

worin <p (x) von der Form A-+-Bx + Cx J -f- ... ist und also integrirt werden 
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kann; mithin das gesachte Integral auf ein anderes zurückgeführt ist, in 
welchem der Zähler von niedererem Grade ist als der Nenner. Können wir 
solche Integrale bestimmen , so können wir überhaupt alle Integrale dieser 
Gattung bestimmen. 

Nun weiss man aus der Analysis („Grundzüge" S. 138), dassF(x) 
immer in ein Produkt von reellen Faktoren zerfällt werden kann , die vom 
ersten oder zweiten Grade sind. Die Faktoren des ersten Grades haben die 
Formx — a, oder (x — a) m und entsprechen: die erste der reellen Wurzel 
a der Gleichung F(x) = 0, wenn diese nur einmal vorhanden ist, die zweite 
derselben reellen Wurzel a, wenn sie in mal vorkömmt. Die Faktoren 
zweiten Grades haben die Form [(x — a) 7 4- ß 2 ] oder [(x — a) 2 -t-ß r ] m und 
entsprechen: die erste den beiden imaginären Wurzeln a±/?i, wenn sie 
nur einfach vorkommen, die zweite denselben imaginären Wurzeln, die je- 
doch m mal vorkommen. * 

- 

Daraus folgt, dass man setzen könne: 

P(x) = c(x-a)...(x-b)"...[(x-n) s + ^J...l(x- y ) I -t-Ä'j»..., 

wo ganz wohl nur Faktoren der einen oder anderen Art vorkommen können; 
ausser diesen vier Arten aber keine anderen vorkommen , und die Grösse c 
der Koeffizient der höchsten Potenz von x in F (x) ist. Diess vorausgesetzt, 
geben wir nun die nachstehende Vorschrift : 

„Man setze ~ \ gleich einer Summe von Brüchen, die nach folgender 

r (x; 

Weise gebildet werden : 

1) für jeden reellen Faktor des ersten Grades in F (x) , wie x — a, der 

nur einmal vorkommt, setze man einen Bruch , wo A eine noch zu be- 

' x — a' 

stimmende Konstante; 

2) für jeden reellen Faktor x— b, der aber m mal vorkommt, setze man 
eine Summe von m Brüchen 



x-b (x-b) 1 (x-b) m * 
wo B t , B, , . . . , B m noch zu bestimmende (m) Konstanten sind; 



* Man kann in Versuchung kommen, die Form a + bx + cx* als allgemein für die Fak- 
toren des streiten Grades zo erklären. Allein es ist a-r-bx-t-cx s — cjjt'-r- — x-f-— J 

kann man diese Grösse in zwei reelle Faktoren des ersten Grades zerfallen, da sie dann ist: 

T b .b* — 4acl r b h* — 4acl , 
c|^x-f- — -t-V — J |^x-f-~-V/-^ r - J. Ist dagegen b 1 -4 a c<0, so 

b 4 a c — b* 

hat obige Grösse die Form (x ~ a) 1 H- ß\ wo a = — — , ft* = — • Nnr a,s0 wenn 

b l — 4ac<0, gehört die Form a + bx + cx ! zu den wirklich quadratischen. Für 
b* — 4 a c = 0 ist sie übrigens ein vollkommenes Quadrat. 

D i enger, Differential- a. Integral-Rechnung. 2. An«. 8 
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3) für jeden Faktor des zweiten Grades (x — a) 7 -\-ß\ der naf einmal 
vorkommt, setze man einen Bruch (x ^'^^ t , wo M und N noch zu be- 
stimmende Konstanten sind; 

4) für jeden Faktor des zweiten Grades, (x — y) J -+- o", der n mal vor- 
kommt, setze man n Bruche 

P t x-r-Q t P»* + Q t , | P»» + Q* 

TT-y^-r-*' + [(x-y)' + a«J l + ' ' * + [(x-y)'+a 1 ]» ' 

woP,, Q t , Pj , Q, , , P», Q.. noch zu bestimmende Konstanten sind. 

So ist also 

f(») = A 

F(x) x-a" 1 " 



x-b^(x-b)'^ <x-b)- 



+ M ' +N -f- 



0») 



P^ + Qi , __ P ,x + Q, , P.x-fr-Q. 
(x- y) 1 -f- 6» [(x-y) x -r-6 , J t l(x-y) , -r-d , J» 

wo jedem Faktor der Form x — a ein ähnliches Glied wie ~- , jedem Faktor 

(x — b)" eine ähnliche Summe von m Gliedern u. s. w. zugehört. Die 
Grössen A,.. .; B t , B 2 B,„,...; M , N , . . . ; P t , Q t P n , Q a ,... 
sind noch zu bestimmende Konstanten. Man wird sich leicht über- 
zeugen, dass dieselben der Anzahl nach genau eben so viele sind, 
als der Grad von F(x) ist. Ist man nun im Stande, diese Konstanten 
so zu bestimmen, dass die Gleichung (b) eine identische wird, d. h. dass 
sie richtig ist, x mag irgend welchen Werth haben, so kann man statt 

^r? die Summe der zweiten Seite setzen. Um aber diese Konstanten zu be- 

stimmen , multiplizire man beiderseits mit F (x), so werden dadurch auf der 
zweiten Seite alle Kenner, da sie sämmtlich in F(x) enthalten sind, weg- 
fallen, und es wird eine ganze Funktion von x zum Vorschein kommen, deren 
Grad um 1 niedriger ist, als der von F (x) , da in einer gewissen Anzahl von 
Gliedern der zweiten Seite nur je ein Faktor aus F(x) ausfällt. Diese 
Funktion hat also, wenn man sie nach den Potenzen von x ordnet, genau 
eben so viele Glieder, als der Grad von F(x) beträgt,* und deren Koeffi- 
zienten die zu bestimmenden Konstanten , jedoch alle in der ersten Potenz 
und nicht mit einander multiplizirt, enthalten; höchstens eben so viele Glieder 
hat f (x), da diese Funktion von niedererem Grade ist als F (x). Man setze 
nun in den beiden Seiten dieser Gleichung die Koeffizienten gleich hoher 
Potenzen von x einander gleich, so erhält man genau eben so viele Gleichungen, 

* Die allgemeinste ganze Funktion des Tieften Grades: a -f- b x -+- c x* -+- d x* ex* bat 
fünf Glieder u. s. w. 
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als zn bestimmende Konstanten , nnd kann dieselben also ermitteln. Da 
nunmehr die Gleichung eine identische ist, d. h. da die beiden Seiten der- 
selben genau dasselbe sind, so ist auch (b) eine identische Gleichung. Einige 
Beispiele mögen das Verfahren erläutern. 

1) Sey x ,^'rL 5 6l vorgelegt, x» 4- x' - 6 x = x (x 4- 3) (x - 2), / 
7x-5 _A_^ B_ + C 



x*4-x l — 6x x x4-3 x— 2' 

7x-5 = A(x + 3)(x-2) + Bx(x- 2)4-Cx(x4-3) 
= A(x'4-x — 6)4-B(x l — 2x)4-C(x , 4-3x) 
= x l (A + B + C) + x(A — 2 B 4- 3 C) — 6A, 

A4-B4-C = 0, A— 2B4-3C = 7, — 6A = — 6, 

A- 5 R — 

A — 6 ,B - 16' ° TO" 

7x — 5 5 26 9 

4- 



x'H-x'-Öx 6x 15(x4-3) 10(x-2)' 

6x»-2 _ 5x 3 -2 

2) x^Sx^lSx'-^^fr-S^x+l)* 

5x' — 2 A B C 



x* — 8x'4- 18 x 1 — 27 x-3 (x— 3)' (x-3) s x4-l' 

5 x » - 2 = A (x — 3) 1 (x 1 ) 4- B (x - 3) (x +1 ) 4- C (x 4- 1 ) 4- D (x - 3) a 

= A(x s — 5x*4-3x4-9) 4- B (x l — 2x — 3) + C(i+l) + D (x* — 9x* 
4-27x — 27) 

= x 3 [A + D] + x» (-6AH-B-9DJ+X [3A - 2B 4- C 4-27D] 4- 
9A — 3B4-C— 27D, 

A4-D = 5, — 5 A4-B — 9 D = 0, 3A— 2B4-C4-27D=0, 9A— 3B4-C— 27D = — 2, 
.313 407 133 _7 
A ~ 64 ' B ~l6 ' C -^T' D ~64' 

5x» — 2 313 407 133 7 



3) 



x 4 -8x»4-18x*-27 64(x-3) 16 (x — 3)' 4(x-3) a 64(x4- 1) ' 

x 4 — 3x 8 — 2x'4-6x4-2 x 4 — 3x» — 2x*4-6x4-2 A B 
x 5 4-x 4 — 2x»-2x I 4-x4-l ~ (x + l^Cx-l)» ~~ x4-l + (x-hl)* 

C D E 

"*"(x-t-I) , " + "x — l + (x— 1) ,; 
x »_3 1 s_2x*4-5x4-2 = A(x4-l)Mx-l) l 4-B(x4-l)(x- l^CU-l) 1 

H-D(i+l)»(x-l) + E(x-hl)» 
= A(i 4 -2i'+ 1)4- B(x» -x'-x 4-1)4- C <x* - 2 x 4- 1) 

4-D(x 4 4-2x , — 2x — l)4-E(x s 4-8x*4-3x4- 1) 
= x 4 (A4-D)4-x'(B 4-2 D 4- E) 4- x* (— 2 A — B 4- C 4- 3 E) 
4-x( — B — 2C — 2D + 3E) + A + B + C — D + E; 
A4-D=l, B4-2D4-E = — 3, — 2A-B4-C4-3E= — 2, — B — 2C — 2D4-3E = 6, 

A4-B4-C — D4-E = 2; 

16 T' T f 16' E ~ 8 ' 

x 4 — 3x s — 2x* 4- 5x4-2 33 5 1 17 3 



x 4 4-x 4 -2x«-2x»4-x4-l~16(x4-l) 4(x4-l)* 4(x4-l)» 16 (x-1) ^ 8(x-l)* * 

8* 
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Andere Bestimmnngsweise der Konstanten. 



4) 



3x 4 — 5x s Äx + B Cx4-D E 



(x*4-4) J (x-5) x 3 4-4 (x l 4-4) 1 x-5' 
3 x* - 6 x 3 = (A x 4- B) (x* 4- 4) (x - 5) 4- (C x 4- D) (x - 5) 4- E (x 1 4- 4) 1 

= (A x 4- B) (x 3 — 5 x» 4- 4x - 20) 4- (C x 4- D) (x -5) 4- E (x 4 4-8x»4-l6) 
= x * [ A 4- E ) 4- x 3 [— 5 A 4- B] 4- x 3 [4 A — 5 B 4- C 4- 8 E ] 4- x [ — 20 A 
4-4B — 5 C H- D] — 20B — 6D4-16E; 

A r E = 3, — 5A4-B = — 5, 4 A-5B 4- C4-8E = 0, -20A4-4B— 5C4-D=0, 

— 20B — 5D4-16E = 0; 
a_ 1273 n _ 2160 p _ 148 n 160 v __ 1 250 * 
A ~ 84T ' 84T * ° ~ 29' D ~ 29' h_ 84i ; 
3x 4 — 6x 3 1273 x 4-2160 148 x 4-160 1260 



(xM-4)*(x-5) ~ 841(x 3 -r-4) 29 [x 3 4- 4] 1 r 841 (x- 5) ' 

8x 4 — 3x 3 H- 5_ 8x 4 — 3x 3 4-6 _ Ax4-B Cx4-D Ex4-F G 

5) (x l H-2x4-3) J x~l(x-Hl) J 4-2] 3 x~~x 2 4-2x4-3 (x : 4-2x4-3) 3 (x*4-2x4-3) 3 x' 
8x 4 — 3x 3 4-5 = (Ax4-B)x(x , 4-2x-h3) I 4-(Cx4-D)x(x I 4-2x4-3)4-(Ex4-F)x4- 
G(x 3 4-2x4-3> 3 

= (Ax+B) (x 6 4- 4 x 4 4- 10 x s 4- 12 x 1 4- 9 x) 4- (Cx4-D) (x 3 4-2x 3 4-3x) 
4-E x 3 4- F x 4- G (x 6 4- 6 x» 4- 21 x 4 4- 44 x J 4- 63 x 3 4- 64 x 4-27) 
=x«(A4-G) 4- x» (4 A 4- B 4- 6 G) 4- x 4 (10 A 4- 4B 4- C 4- 21 G) 4- x 3 (12 A 
4- 10B 4- 2C 4- D 4- 44 G) 4- x ! (9 A 4- 12 B 4- 3 C 4- 2 D4-E4-63 G) 
4- x (9 B 4- 3 D 4- F 4- 54 G) 4- 27 G ; 
A4-G=0, 4A4-B4-6G=0, 10 A 4- 4B 4- C 4- 21 G = 8, 12A4- 10B4-2C4-D4-44G 
= —3, 9A4-12B4-3C4-2D + E4-63G = 0, 9B4-3D4-F4-54G=0, 27G=5; 

A--A B — — C-^Z n-_ 181 e- 37 F-lßi G _A 

27 * 27' C " 9'°- 9 ♦ E - 3 ' F ~ 3 ' G ~27' 

8x 4 — 3x 3 4-5 5x+10 67x— 181 37x4-161 5 



(x 3 4-2x4-3)*x 27(x l 4-2x4-3) 9(x , 4-2x4-3)* 3(x 3 4-2x4-3)* 27x * 

Die hier angewandte Metbode zur Bestimmung der Konstanten A, B, . . . reicht aller- 
dings unbedingt aus , und ist in so ferne zu empfehlen. Doch lässt sich in manchen Fallen 
rascher zum Ziele gelangen. 

Ist in der Gleichung (b) der Bruch mit dem Nenner x— a nur einmal vorhanden, d. h. 
ist x — a einfacher Faktor von F(x), so erhält man aus (b): 



(x-a)f(x) 

F(x) _A " + " 

•wo die nach A kommenden Grössen sfimmtlich den Faktor x — a haben. Auf der ersten Seite 
ist der Faktor x — a im Zähler und Nenner enthalten, man kann ihn also weglassen. Da 
aber die Gleichung für alle Wertbe von x gilt, so setze man x = a; dadurch bleibt auf der 
zweiten Seite bloss A, so dass der Werth, den man auf der ersten Seite erhalt, der gesuchten 
Grosse A gleich ist. — So im ersten Beispiel : 

7x — 5 _ A. + B C 



x(x4-3)(x— 2) x x4-3 x — 2' 

7x — 6 —5 5 

(x +3 )(x _2)- A + "- ; furx-O: — =A = -; 

7 x — 5 « , „ — 26 26 

= B 4- . . . ; für x = — 3:— - = B = — 77; 



x(x-2) 15 15 

' =C + ...; fürx = 2:^- = B = 4 



x (x 4- 3) ~~ "10 10 
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Diese Methode ist allgemein und lasst sich auch mittelst Anwendung der Differential- 
rechnung leicht in Regeln fassen, wie wir nun zeigen wollen. 

§. 30. 

Zweite Bestimmung der Ronstanten in den Zahlern der Partialbrüche. 

I. Enthält (§.29) F(x) den reellen Faktor des ersten Grades x— a 
nur einmal, so entspricht ihm in der Summe (b) nur ein Partialbruch der Form 

— — . Fasst man alle übrigen Brüche zusammen und ist deren Summe 

x — a 

= so enthält q> (x) die sämmtlichen Faktoren von F(x) ausser x— a, 

d. h. es ist F (x) = (x — a) g> (x). 
Die (b) ist also 

Setzt man hier x = a, so erscheint — — unter der Form — , deren 
Werth (§. 22, I) gleich F' (a) ist , indem x — a als Differentialquotienten 1 
gibt. Daraus folgt 

f(a) = AP(a),A- F ^. (c) 

Hiebei tritt die Aufgabe auf, den Werth einer ganzen Funktion für x = a zu berechnen. 
Hiefür gibt es einen sehr einfachen Mechanismus, der im Folgenden besteht. 

Man schreibe die Koeffizienten der Potenzen von x, von der höchsten angefangen, in eine 
Horizontalreihe, ohne einen auszulassen, so dass, wenn einzelne Potenzen fehlen sollten , die 
ihnen entsprechenden Glieder in der Horizontalreihe mit 0 einzutragen sind. Nun bilde man 
eine zweite Horizontalreihe , deren Glieder vertikal unter den ersten stehen und derart be- 
schaffen sind , dass jedes Glied der zweiten Reihe aus dem darüber stehenden der ersteu er- 
halten wurde, indem man zu diesem Gliede der ersten Reihe das Produkt aus a und dem vor- 
hergehenden Gliedc der zweiten Reihe addirte. 

Das erste Glied der zweiten Reihe ist dem ersten der ersten Reihe gleich. Das letzte 
Glied der zweiten Reihe ist der gesuchte Werth. 

Einige Beispiele mögen das Verfahren klar machen. 

1) 5x*-+-7x' — 2x' — 10 xH- 8 für x = 3 zu berechnen. 

B 7—2—10 8 
3 15 66 192 546 Werth = 554. 

b~ 22 64 182 554 

2) 3 x* — 7 x l + 12 für x = — 4 . 

3 0 - 7 0 12 

— 4 12 48 - 164 656 Werth = 668. 

3~— 12 41 — 164 668 

3) 4x s + 80x*H-7x-l2für x=-20. 

4 80 0 0 7 — 12 

_ 20 — 80 0 0 0 — 140 Werth -152. 

I Ö Ö (T 7 — f52 
Der Beweis der Richtigkeit kanu etwa so geführt werden. Sind a 0 , a, , . . , a„ die 
Koeffizienten der ersten, b 0 , b, , .... b„ die der zweiten Reihe, so ist also : b n = a„ -+- 1>,— i a, 
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b n — 1 = a„_i H- b„_ja, b„-t = an—« 4- b„_ja, b, = a, -f-^ a, b, =a t H-b 0 a, b 0 =a 0 . 

Daraus folgt b„ = a» -4- a„_i a ■+- a„_j a 1 . . . H- a„ a" , was de^i Sat* beweist. 

U. Es enthalte F (x) den Faktor (x — a) ul , d. h. x = a sey m mal Wurzel 
der Gleichung F(x) = 0, so dass F(x) = (x — a)"<p (x), wo <p (x) nicht 
den Faktor x — a enthält. Alsdann ist. 

f(x) _ A, A, A m »d) 

r« - r-n + <z=^p + • ' • ■ + <«-.)- + 9 (x) - 

'« = A ^ a + A S + . . . . + A. ^ + *(x) <x-a)- 

— A t 9 (x) (x — »)■— ' + A, <p (x) (x — a)— * + ...-(-A B1 55(i) + o.(x) (x— a)». 

Ferner: 

f(x)-A m y (x) _ , (1) + A- _, (x _ Ä , W + . . . + A( , W (x _ a) m-* 

-h V ,(x)(x-a)»~\ 
f^^A^W-A^fr-^M = Am _ f ^ (x) + + ^ 9 ^ (x _ a)ra _ 3 

^ v ,(x)(x~a)— », 

f (x) — A m y (x) — A .,, - t (x — a) y> (x) — ■ . . — A, (x — a)— » y (x) _ , , . , , 
( x _ a )m-i — A t y (x> (x; (x — a). 

Setzt man in dieser Reihe von Gleichungen nach einander x = a, so 
beachte man, dass in der Regel auf den ersten Seiten die Nenner 0 werden, 
so dass, weil für x = a auf der zweiten Seite etwas Bestimmtes zum Vor- 
schein kommt, auch der Zähler 0 werden rauss *, und in 

f (x) - A m y (x) - A m -, (x - a) g> (x) - . . . . ■+- A, (x — a) m ~> (x) 

(x — a)"»-** 1 

für x = a nicht nur Zähler und Nenner 0 werden, sondern auch die m — r 
ersten Diflferentialquotienten des Nenners, also nothwendig auch die ni — r 
ersten Diflferentialquotienten des Zählers, man zu den m — r 4- l ,eu Differen- 
tialquotienten gehen muss. Aus §. 18' Formel (19) folgt nun leicht, dass 
für x = a: 

jJ^zT+T P(x) - A m9 > (x) - A m _i (x - a) v (x) - . . . , - A r (x - a)»—«P (x) ] 

_ fm-r+i ( a ) _ A m 9 ra ~ r+1 (a) — Am-i (m — r-+- 1) y— '(a) — A m _» (ra-r+1) X 
(m — r)9> m -'- l (a) — — Ar (m — r + l)...2y'(a), 

_1_> = ( m -rH-l>(m-r)....l. 

Demnach hat man: 
f(a) = A B *(a), 



f(x) 

* Ist überhaupt — — eine Grösse, von der man weiss, dass sie für x = a einen endlichen 
F (x) 



Werth A hat, und sind F(a), F'(a), . . . , F" (a) Kuli, nicht aber F ,,+ 1 (a) = 0, so müssen 
auch f(a), f'(a),..., 
die Annahme streitet. 



f (a) 

auch f (a), f (a) , . . . , f " (a) Kuli seyn, da sonst nach §. 22 nicht endlich wäre, was gegen 
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f(a)-A»*'(a) = A m -, »'<•), 

f"(a)-A„ y "(a)-2A— 
1 — 2 A m _i»>(a), 

f » (a) — A B »'(a) — 3 A m -i y" (a) - 3 . 2 A„- , (a) 
T2^ = A^.,M. 

f»- 1 (a)— A m '(a)— (m— 1) A m _, »— * (a)— (m— 1) (m— 2) A ra _ 2 (a) — . . 
...-(m-I) (m-2)...2A,»'(a) 

i.2 . .(m-i) : : — A « * (a) * 

F(x) 

Nun ist y>(»)= ^_ a ^ m « F(x) = (x — a)~*(x), 
also nach §. 18': 

F-(a) = m (m— ]) . . . 1 9 (a), F» +1 (a) = (m -+- 1) m . . . 2 9 ' (a), F-+«(a) = (m + 2) (m+1) 
. . . 3 9 " (a) F» — 1 (a) = (2 m — 1) (m — 2) . . . m (a). 

Zieht man hieraus y (a), <p' (a) , y m - , (a) und setzt diese Werthe 

in obige Gleichungen, so erhält man: 
m (m— 1) . . . 1 f (a) = A m F"»(a) , 

(m+l)m...2f(a) = A in F-+>(a) + (mH-J)A ul -i F-(a), 

(m+2) (m-M ) . . . 3 f" (a) = A ra F--« (a)-f-(m 4-2) Ä„_, F m+i (a)-Hm+2) (m+ 1) I 

A m _,F m (a), \ (c0 

(2m— 1) (2m — 2) ... m f — » (a) = A m F ,m_l (») + (2m — 1) A m _i F * —* (a) 
-+- (2m— 1) (2m-2) A ra -* F * —* (a)+. . .-I- (2 m-1 ) (2 r%-2) . . . (m+ 1)A, F" (a), 

ausweichen Gleichungen nun A m , A m _ t , A, nach einander gefunden 

werden. 

Diese Bestimmung ist hiernach eine sogenannte rekurrirende (rücklaufende), da erst A m 
bestimmt seyn mus», ehe Am_i erhalten werden kann u. s. w. — Thatsächlich mag also 
das Verfahren in §. 29 jetzt Torzuziehen seyn. 

III. Was nun die Faktoren des zweiten Grades anbelangt, so ist 

( x a)* -t- 0* = [x (« H- 0 0] [x (« ß i)] i 

so dass jeder reelle Faktor des zweiten Grades zwei imaginären Faktoren des 
ersten Grades gleich kommt. Man kann also, wenn man imaginäre Faktoren 
in F(x) zulässt, sich mit Faktoren des ersten Grades begnügen, d. h. in der 
Formel (b) des §. 29 nur Partialbrüche der beiden ersten Arten zulassen, in 
denen dann freilich a und b auch imaginär seyn können. 

Da die in I und II aufgestellten Formeln (c) und (c') auch für imagi- 
näre a gelten, so ist damit die Aufgabe vollständig erledigt. 

Allerdings kommen hiedurch scheinbar imaginäre Ergebnisse zum Vor- 
schein. Wegen der Eigentümlichkeit der imaginären Faktoren , wornach 
immer zwei zusammen gehören, die sich nur durch das Zeichen von i unter- 
scheiden, heben sich die imaginären Theile von selbst auf. * 



c. , . A + Bi A — Bi . „A(x— «)■- B/J 

* So erhält man zwei Brüche ; r . ; —. r, deren bumrae— 2- -,- 

x— (o-h/Vt) x— (o— fit) (x — ny+fl- 
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IV. Aus der Formd (c) lasst sich ein analytisch interessanter Satz ableiten, den wir 
noch angeben wollen. Gesetzt nämlich, es bestehe F (x) blog ans den einfachen Faktoren 
* — a . * — b, x — c, und es sey 

f(x) _ A B C 

F(x) x -a + x-b ~*~ x^ + ' 

".stA-—, B~ — , C =~ also 

_ fja) f(b) f( c ) 

F(x) (x-a)F'(a)" i "(x-b)F'(b) 4 ' (x-c)F'(c) 4 " 

Bezeichnet man nun mit 2 -Q— ■ die Summe ^ -i [£) 

f(c) U-a)F'(x) <a-«)F(a)^(b^F(b) 

+ ( c — «) F' (c) + S0 ist hieraach 

2 _ _ fj«) 

(x-o)F'(x) F(a)' *. W 

Speziell für f(x) = l: 

(x-a)F'(x) ~ F(a) - < e > 
Entwickelt man nun die erste Seite nach fallenden Potenzen von o, so hat man 

F'(x) V« + « J + + 

welche Grösse der nach fallenden Potenzen a entwickelten zweiten Seiten identisch sevn muss 
Daraus folgt, dass 3 

' T ^F%) (0 

gleich ist dem Koeffizienten von — in der Reihe, die entsteht, wenn man — nach fal- 

lenden Potenzen von « entwickelt Dabei bezeichnet S JL- die Summe derjenigen Werthe, 

welche man erhält, wenn man in ~— für x die sämmtlichen Wurxeln der Gleichung F (x) = 0 
setzt, vorausgesetzt, dass diese Gleichung nur einfache Wurzeln habe. 

^ Ist nun n der Grad der (ganzen) Funktion F (x), also n - 1 der von F' (x) , so kommt in 
^ , entwickelt nach fallenden Potenzen, zuerst das Glied ± vor. Daraus folgt, dass wenn 
r<n— 1: 

s F(i) =:0 <g) 

seyn wird. Ist mitbin f (x) eine ganze Funktion, deren Grad <u - 1, so ist auch 
nothwendig 

. A -t- Bi A — B i 

° [x— ' [ x _( rt _ ( ?j)P dere » ebenfalls reell ist, wie sich aus den 

- *<??i*±ji!!l*^ sin<I>) t »(co gn * 4- i „„ n ,) 

[(x + 

— 2 ft r " _g*f (o» — 




Digitized by Google 



Integration der Partialbrüche. 121 

da alle Glieder , wegen der vorhergehenden Gleichung , Null sind. Ist F (x) = a x n -H b x n-t 
+ k. f(x) = Ai"- l +Bx"- , + ... + K, so ist hiernach 
2 Atn ~* + Bx"-»-+-.... + K _ Ai- 1 
n ax»-' ■+■ (n - 1) bx"-» -+- . '. ¥' (x) 

Aber wegen (0 ist = — ^r- 4- . . . , also der Koeffizient ron ^- gleich — , so dass 



F'(x)~ a ' * F'(x) _ a ' 

_ A x"- 1 -+• B x n -* H- 4-KA„ /v 

d.h. 2 ^ = — , F(x) = ax» + ... + k. (k) 

§• 31. 

Integration der Parti albrüche. 
Hat man in einer oder der andern Weise die einzelnen Brüche bestimmt, 

f (\\ 

in welche der Bruch zerlegt werden kann, so wird man statt des Inte- 
grals Jfj^ 9 x Integrale erhalten , welche eine der folgenden vier Formen 
haben : 

/*A8x /* B6x /* Mx + N a f Px + Q a _ 
Jx=l' J (x-a)«' y ( x-«)^« 8x ' y [(^a+^nö*. 

welche vier Integrale zu ermitteln sind. 

Ermittlung der zwei ersten. 

I. Die beiden ersten obigen Integrale werden unmittelbar nach den 
Formeln des §. 28 erhalten, wenn man x — a = z, x = a -f- z setzt. Dadurch 
ergibt sich : 

= h 8 -= =* >• w 

y'B8i _ , 8i. „ /* — B — B 

Ü=SP = b/ (x - .) - 8 - e » = B y e z = ^rjj^ = (m .. l} ' ( --^r, • W 

Ermittlung des dritten Integrals. 

II. Es ist identisch 

(x— a) l +fl' J (x— o) l -f-^ y (x— a) 1 -^* y (x-«)»-^* 

Das erste dieser beiden gibt, wenn (§. 28, III) (x — «) J -t- ß* =■ z, also 

ri - ) — 

o/ \ 8x , ✓ Jx . f x -a a I __Z1±a„ x f* 1 

= ii(i) = ll[(x-«)» + «. 

Für das zweite ist zuerst 

/* e_x „ öx 
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Man setze nun -j- = z, x = a-h0z, — = /?, so ist 

8x 



/ 8x _ 1 f bz 1 / * 8z 



8z I , , 
= — ara (tg = i) 



H-z* ß 

Daraus endlich 

Ermittlung des Tierten Integrals. 

III. Es ist 

/ * Fx+Q / *P(x-«)-hP«-t-Q Q p / » x-i 

Auf diese beiden Integrale wendet man nun dieselben Umformungen, 
wie in II an, setzt also für s erste (x— a) l -f-/S'= z, för*s zweite x — a — ßz 
und erhält: 

y* (x — a)8x _ x f dz — J 
[(x-a)«-t-j*M»~V z» ~ 2(n-l)[(x-«) 1 -r-/? l J"- 1 ' 

/ 8x _ J_ f_flj>*_ „ 1 /* 8z 

Sind wir also im Stande, letzteres Integral zu ermitteln, so ist die Auf- 
gabe als erledigt anzusehen. 

Aber aus §.27 folgt, wenn man die dortige Formel (7) auch schreibt 
und nun setzt 

u = (1 -+- z») ~ C— «>, ^ = 1, also ^ = - 2z (n - 1) (1 + z l )~ °, v = z : 

/ ' 8z _ z f z»8z 

Da aber z* = 1 -f- z* — 1, so heisst diese Gleichung auch 



woraus 



f 8z z 2n — 3 / * 8z 

yO+i 1 )' — 2(n— ])(H-z*)"- 1 + 2n- 2y(l-f-z I ) n - 1 ' () 



Diese Formel ist eine Reduktionsformel, welche das gesuchte 
Integral durch eines derselben Art, aber einfacherer Gestalt liefert. 

Setzt man in (d) nach einander n— 1, n — 2, . . . für n, so er- 
hält man: 
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/ ' 6t x 2n — 5 / * 8z 

(1 -f- z 1 )"" 1 ~" 2(n— 2) (1 H- z*)»-« + 2d- 4/ (1 z')*-* ' 

y % 8z z 2n-7 /» 8z 
(1 + «O«-* "~ 2(n-3) (1H- 2*)— • + 2 n - 6 / (1+ »*)— 8 ' 



8z _ z 1 
(H-z*)» ~ 2(H-z») + y^W — *>• 



Daraus, wenn man in (d) nach einander einsetzt: 

8z z 2n — 3 . z 

1-4-z»)» — 2(n— 1) (l+z*)"-« 2n — 2 *2(n— 2)(l+z»)»-« 

2d — 3 2 n — 5 z 

+ 2n- 2'2^4'2(n- 3) (1 + z*)— » 
2n-3 2n — 6 _3 z 2n — 3 2b-5 1 

2n-2'2n-4 - 4 2(i+«V 2 n-2 2l=i" 2 



Setzt man hier z= x -y^ t S o hat man das .Integral, das gesucht 

wurde. 

So erhält man : 

f Px + Q _ _P l_ 

7 [(x-«)«H-|?»j - X 2 (n- 1) 

Ptt+Q T x — a 2n— 3 x — » 2 Ii— 3 2n— 5 x — a 

H 2 L(n— 1) /* l M"" 1 + 2n — 2 * (n — 2)ß* p*-*~ h 2n— 2 ' 2n— 4' (n— 9)p*pr~* ' ' ' 
2n — 3 2 n — 5 3 x — a , 2n — 3 2n — 5 3 1 ( _ x— a \\ < k 

^2T^-2"^^----T i ^^ + 2T^'2T^'''Ti9^ /? JS W 

WO [l=(x — ay + ß\ 



x /* 7x-5 . /ft om 6 /*8x 26 /"Sx 9 /*8x 

= i i(x) ~S' (x+3)+ ^' (x ~ 2) " + " c - 

/ * 6x'-2 _313 /»8x 407 / * 8x 133 / * 8x _7 /* 

2) /x«-8x'-H8x*-27 ÖX ~ 64 4 /x-3" + " l6/(x-3) ,H ~ 4 / (x-3)»" h 64 % / x 



8x_ 
x-+-l 

313 „ 0 . 407 1 133 1 7 . r 
= 64 ;(X ~ 8) " "IT x=3 " X (7=3? + 64 1 (x+ 1 >+ a 



3) y^|öx nach (c), wo M = 5, N-3, a = 0, 0=2: 



8x + y K*»j + ^ l[(* + 3)»J + C 
= ^ - 8 x + -i- /( x * (x + 3n + C . 
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1 24 Beispiele. 

y^Sx 4 — 3x' + 5 r /fi 0 _ 5 /" x + 2 1 /' 67x — 181 a 

(x'+2x4-3)'x ° X(§ 29) = ~ 27/ 8x+ yy (x« + 2x + 3)» 8 1 

1_ /* 37x4-161 _5 fZx 

3y(x s -f-2xH-3) >ÖX " h 27./ x ' 

Da ferner x 2 4-2x4-3 = (x4- l) 2 4-2, so ist « = — 1 , ß = V2, also nach (c) 
und (e): 

/ » 67x-181 _ 67 62(x4-l) 62 ( = i±i^ 

7 (x 5 4-2x4-3)' 2[x»4-2x4-3] x : 4-2x + 3 V 2*" \ 9 V2J % 

C 37x4-161 Q _ 37 31 (xH- 1) r 1 3 x : 4-2x4-3 -| 

y (x :_ h2 x4-3)' ÖX '~ 4(x l 4-2x4-3) s " i ~(x l 4-2x4-3) I L2 4 " 2 J ^ 

31 3.1 f # x+i y Ai ; 

Demnach 

/8x*-3x J 4-6 0 5 ,fV*'+ 2x4-3^ 5 /- x + 1 

(x'-H2x+3)»x 8x = -27A x J-2772 flrC ^ = T2->)-¥ 

191H-I24x 62 /- _ x4- 1 \ 1 254-62x 31 (x 4-1) 31 

2(x J 4-2x4-3) 9V2 ar<? V i7_ V2y" H 3 4(x t 4-2x-h3) J " f "8(x I 4-2x+3)" h 8^2 

( x+h 5 YVx'+2x+3^ 485 + 217 x 25 4-62x 

arC V y ~yry~ 27*V x *~) 72(x*4-2x4-3) 12(x I 4-2x4-3)'- 
691 Z' x4-l\ , n 



216 y 2 
6) Eben so 



/ x*-3x 8 -2x s + 5x4-2 33.. 5 1 17.. 

yx^x*-2x'-2x I 4-x-Hl 81 -T6 ,(lH " 1) + 4(i+T) + 8(x+l)' -Te'^" 0 

7) Zur Debung mögen etwa dienen : 

= (x-i)M. 

yöx 5x»4-2x-2 , 1 ./-x» — IN , Yx + 1\ 1 . •. 

-f-C, [x 8 4-x 7 — x* — x 3 = x'(x ! +l)(*+ l)*(x — 1)], 
yi+3x-12 X 27 X + 54 X « 81 X + 243 / V 3 ) + G 

IV. Sobald nunmehr ein Integral auf die hier betrachtete Form reduzirt 
ist, so kann es als bestimmt angesehen werden, da wir im Vorstehenden alle 
möglichen Fälle erledigt haben. 

Auf die vorstehende Form lassen sich diejenigen Integrale zurückführen, 
welche Potenzen mit negativen oder Bruchexponenten enthalten. So wird 
das Integral 



/ 'ax + bx- 
t / mx-' + n 



x4-px 
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Irrationale Integrale. 125 

die frühere Form annehmen, indem man Zähler und Nenner mit x*multiplizirt. 
Eben so wird das Integral. 



3 

av r x-+-by r x-f-cx., 

4 — ÖX » 



wenn man x = z l % also ~ = 12z 11 setzt, werden: 

0 z 

J ez»-Mz*-f-gz 4 J e-f-fz 8 -4-gz 

und hat nun die frühere Form. Wie man sich in andern ähnlichen Fällen 
zu helfen hat , ist hiernach leicht zu übersehen. 

§. 32. 
Irrationale Integrale. 

Auf die in den vorstehenden §§. näher betrachtete Form lassen sich 
nun leicht diejenigen Integrale bringen , die ausser ganzen Potenzen von x 
noch die Grösse \Aa + b x -t- c x s enthalten. Ein solches Integral wäre etwa: 



A 



5x*+3 Va + bxH- ex* 

O X . 



7 x— 12 V^a + b x -+- c x ») 3 

Wir setzen dabei voraus, dass ausser dieser Grösse keine andere ähn- 
licher Art mehr in dem Integrale vorkomme. Dabei müssen wir drei Fälle 
unterscheiden. 

I. c = 0, d. h. die vorkommende Quadratwurzel ist bloss V^T+bx. Man 
setze nun (§. 28): 

Va + bx = x,a-hbx = z-,b-=2z, -- = - tX = -^— t 
so wird das Integral nach z bloss Potenzen von z enthalten. Käme übrigens 



VaH-bx vor, so hätte man zu setzen 

z- — a 8x ni»" 1 
V(a + bx) = z, a + bx=i», x = — — , — = _j_. 

a,.a/^.^.- to 

8x f 1 8x Q 2/*z Q 2 „ 2 Va-f-bx „ 

, , = l r — 8z = — / — 8z = --z-j-C = - (-C. 

VaTbx yVa+bx8 2 bj z b b 



Eben so 



= £ [-g- V (' + bi)"- j V (a + b x)'] -+■ C. 

/^r...-i/^..-g + o-sife±^ + c. 
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1 26 Irrationale Integrale. 

II. c > 0. Man setze 



Va-r-bx + cx* = i — x^c, a-f-bx-t-cx*^ 1 — 2zxV r c + cx», a-r-bx = z* — 2txVc 
I = bT2l7-c' 8^=— (b^TVc— ' Z = X Vc-HVaTbx+cxS Va-r-bx+cx* 

= 2 - b + «TfVc ^ c = bZ V+2°vV ' 80 wird das Inte 8 raI auf die Forni 
in §. 29 zurückkommen. 

Also z. B. für c>0: 

/ bx __ r 1 8x / * bH-2zVc zVcH-bzH -aVc 

Va-f-bx-+-cx'~y^a-+-bx + cx»^ "~ / bz-f-z'Vc + a Vc" (b + 2xVc) 1 ö * 

8 1 1 

= — l (b + 2 x V c) -+- C = — l [b + 2 c x -+- 2 (a H- b x H- c x 1 )) -+- C . 



b-f-2zV^c Vc V* 

+ c. 

III. c < 0 , d. h. negativ. Setzen wir, um diess klar zu machen, — c 
für c, wo nun c als positiv anzusehen ist, so kommt also in dem Integrale 
die Grösse Va + bx — cx* vor. Es ist aber (vergl. $. 29, Note) 

Ist nun b' 4- 4 ac < 0, so ist die Grösse (xH- — b für alle mög- 

lichen (reellen) Werthe von x positiv, also — c [(*— — ~"i"^^J 

immer negativ, d. h. alsdann ist y a -+-bx — cx* für alle Werthe von x imagi- 
när. Derartige Integrale können in den Anwendungen nicht vorkommen, da 
dort nur reelle Grössen betrachtet werden. Wir werden also den Fall, da 
b'4-4ac<0 ist, gar nicht beachten. 

(b \* b'-+-4ac 
X ~ 2c J 4c* — m e " 1 

Produkt zweier reeller Faktoren des ersten Grades zerfallen , da 

(bV b*-|-4ac f b n /b ! + 4acl r b ^/b*4-4ac-| 
T ~^J -47— = L x_ 2i+ V — 47— J L x ~2i - V -Tc"-J • 

Aber auch nur in diesem Falle ist eine solche Zerfallung möglich, da im 
andern Falle ^.1*° imaginär ist. 

Kommt also in dem Integrale die Grösse \Aa-f-bx — cx* (c > 0) vor, 
so werden wir dasselbe nur dann einer Betrachtung unterziehen, wenn 
a-hbx — cx 1 sich in zwei Faktoren des ersten Grades zerfallen lässt. * 

Sey nun 

a-+-bx — cx , = (ax-|-j?)(a'x-l-|?'). ««' — — c, 



* Der andere Fall käme auf i Vcx* — b x — a zurück, und gehörte dann zu II. Na- 



türlich wäre das Integral jetzt imaginär. 



4* 
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wo a, ß, ß' bekannte reelle Zahlen sind. Alsdann setzen wir 

und erhalten, da V a + bx-cx' = Y(aj.+ß) (a'T+pö : 

(ax-hß) (a'x + ß') = z t (a , x -h ?')*, ax + |} = I »(a'xj-j»'). 

Hieraus findet sich 

,_ (t'**-ß 8x_ 2(a/?' -a'ß) z y r— — — _ (aß'- a'ß)z 

X- a-«'z»' 8z _ («-„'z 1 )'"' V a-^bz-cr ____ r -, 

so dass das umgeformte Integral rational ausfällt. — Endgiltig ist dann 

_ V^a-t-bx — c x'_ Y(ax + fl(t?x + p i ) 
a'x + ß' a'x-hß' 

Letztere Grosse darf = ^'^>^ ) ^ = |/'^±| gese tzt werden, wenn 

a'x-t-/?' positiv ist, d. h. wenn die Werthe Ton x, die man hier anwenden darf, und welche 
jedenfalls (axH-0) (a'x -+-/?') positiv machen müssen, auch o' x -f- ß 1 positiv machen. Im 

andern Falle wäre z = — y "\+p • Die beid « n Faktor «x + ^.«'x + r ?' haben übrigens - 
nothwendig dasselbe Zeichen, da ihr Produkt positiv seyn muss. 
Als Beispiele wählen wir 

7 Va-f-bx-cx» ' Va+bx-cx* 7 <«-«'*')' (flß'-a'ß)z J «-«V 

c 

Da aber aa = — c , «' = — , so ist (wenn « positiv) 

(§.28, I) = ^arc(f0 = ^p).* Demnach 

y8x 2 f VcVa-r-bx— cx*N , _ 

Vc V y -cx + o;}' 7 

Daraus 

▼o 6x — Sx^xfo — 3x), also a = 1 , (9=0, a' = — 3, ^ = 5, c = 3: 

/ V6x— 3x* 

/' 8x 2 /- ^3^5^37*^ „ 

» Ware a negativ , so hätte man \/ — = — — , da immer V 4" positiv ausfallen 

w n oc r et 

muss. Also -äre «rc («, = . y = arc Q g = -^=- -L arc 

(zVc\ 1 f «Vc\ 
«gjr = ~J — arc y*9 — ~^~J (8-3, IV), so dass das erhaltene Resultat unbe- 
dingt gilt. 
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128 Zur Theorie der Grössen arc (sin — x), arc tg = x). 

Da aber 5 x — 3x 2 = x(5 — 3x) immer positiv seyn muss, so kann x nicht 

5 

negativ seyn; für positive Werthe wird 5 — 3x negativ, wenn x>-^ , so dass also 
5 

x zwischen 0 und ^ liegen muss. Da hiernach — 3x -f-5 > ü ist, so hat man 

8x 2 C V3V x(5-3x)N , „ 

Zur Theorie der Grössen arc (sin = x), arc (tg = x). • 

IV. Wir sind bei diesen Beispielen Torzugsweise auf die goniometriseben Funktionen ge- 
langt, vou denen wir in §. 3, IV kurz sprachen, und es mag gestattet seyn, hier Einiges in Be- 
zug auf dieselben aufzuführen , wobei wir , aus den in §. 3 angeführten Gründen , nnr von 
zweien derselben bandeln wollen. 

Wir haben bereits dort schon angeführt, dass immer 

arc (sin = — o) = — arc (sin = a) , arc (tg = — o) — — arc (tg = o) (a) 
sey, welche Gleichungen aus der Erklärung sofort hervorgehen. 

Wir wollen uns aber jetzt die Aufgabe stellen, die Grössen 

arc (sin = o) -+- arc (sin — ß) , arc (tg = o) -f- arc (ig = ß) 

zu ermitteln. Sey 

arc (sin = a) = a , arc (sin = ß) — b, also »ina = 8, sin b — ß , 
so ist ' 

«n(a-f-b) = sin a cos b 4- cos a sin b = o V 1 — ß l 4- ß y^l — a J , 

da cos b und cosa immer positiv sind, weil a und b zwischen — und -K — liegen. Au» 

2 2 

ff 

**nk = h folgt aber nicht geradezu k = arc (sin == h), es müsste denn k zwischen — — und 

4- ir Hegen. I6t also a 4- b zwischen ^- und + -zr, *o ist a -+- b = arc (sin = a V^—ß* 

* 2 2 

4- ß Vi— «') , d. h. arc (sin = «)-+- arc (nn = ß) = arc (sin = a Vi— 4- 0 Vi—« 1 )- 

ff ff 

Da aber a und b zwischen — und 4- liegen, so kann a 4- b von — ff bis 4- ff gehen, so 

2 2 

dass man in Wahrheit drei Falle unterscheiden muss. 

1) a 4- b zwischen — ff und — y . 

Dazu gehört, dass sowohl a als b negativ sind, d. b. dass a und ß es sind. Ueberdiess 
muss cos (a 4- b) jetzt negativ ausfallen, d. h. V\ — a % V 1 — ß* — aß muss negativ seyn. Ist 
diess aber der Fall und sind et, ß beide negativ, so liegt auch nothwendiga4-b zwischen 

— ff und — — ■ 



In unserem Falle also ist arc (sin = a Vi -/J' + jJ^l-a') negativ, so dass wir nur 
setzen können: 

a4-b = — ff — arc(sin = a Vl — ß* + ßVl — «'). 

da jetzt die zweite Seite zwischen — ff und — — liegt, undüberdiess ihr Sinus gleich ayl— 0* 

2 

4-/?Vl — a % ist, wie verlangt. 
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Zar Theorie der GrAwen are («» = x) , are {tg = x). 129 

2) a + b zwischen - and + ~ . 

Jetzt ist nothwendig cot (a + b) positiv, und wenn dies« der Fall ist, so wird a-t-b 
ff rt 

zwischen — — und 4- — liegen, da für den ersten Fall cot (a 4- b)<0 und im dritten auch 
cot (« 4- b)< 0 ist. Demnach muss jetzt Yl — a 1 Vi — ß* — a ß > 0 ausfallen. 



arci 



3) a 4- b zwischen --und*. 

Jetzt müssen a und b, also auch a und ß positiv seyn ; überdiess ist cot (a 4- b) < 0, d. h. 
es muss Vi— a l V 1 — ß* — a ß < 0 seyn. Nun setzt man 

a-|-b = ir — arc(tin = aVl-ß l -hßY\ — n 1 ), 

da nur diese Grösse zwischen -|- und * liegt nnd ihr Sinus gleich a Vi — 0*4-/9 V 1 — «* ist. 
Man hat also 

1 — n — ar<s(tin = aY l — ß % + ßY* — <**). wenn a und /« 
negativ und Vi — «* Vi — i? 5 — «/9<0; 

5 <*. = «)4-«w(,m=0=J «~(^ = «VJ^ + /»VT^Ö. weunVl^X 

Vr^-«/J>0; (b) 

?r — arc(«»=:a Vi — 4-/?Vl — <**). wenn o und p 
positiv, und V 1 — « s Vi — — « £ < 0 . 
Diese Formeln gelten unbedingt. Setzt man — ß für ß , so ergibt sich : 

^— « — arc(»tn = aVl — — /?Vl— «*)t ™nn a und 

— 0 negativ , V i — « 1 Vl—fi* ■+■ " ß < 0 ; 

arc(«« = «)-«r.(«„ = /9 )=| «™ <** = ^F? ~ * ' wenn V^X 

Vl-^4-«<?>0; (bO 

« — arc(tin = aYl— ß x — ßYl — «')» *enn a und 

— ß positiv, Vi— ß 1 Vi— i» 1 4- a /? < 0 . 
Setzen wir nun weiter are (ty = a) = a , are = = b , also tg& = a, tgb = ß, so 

ist (a 4- b) = — a . Ist a 4- h zwischen — — und 4- -r- , so folgt hieraus sofort 

I — et p & & 

a 4- h = arc Qg = yZ^ß) • d - h - are (#=«)-+-««•« Uff = ß) = <*rc (jg= \—fß ) ' Da aber 

auch hier wieder a4-h von — rt bis 4- ff geben kann, so hat man dieselben drei Falle, wie 
vorhin. Die Entscheidung liegt wieder in den Vorzeichen von « und ß and in co»(a + b). 
Ist nämlich 

co#(a4-b)>0, d. h. cot* cotb — nnaimb>0, d. h. 1 -- tga.tgb>0, * 1 — aß>0, 

n ff 

so liegt a4-b zwischen ^- und 4- — . Ist aber 

ww(a4-b)<0, d. h. cot&eotb — Mna«V»b<0, 1 — tyatyb<0, 1— «0<O, 



* Dieser Schluss ist nur richtig, wenn cot a <ro«b positiv ist; denn nur dann haben 
. , . cot&cotb — tin&tinb „ , . _ . . 

cot a cot b — 'ttn a ttn b und C(> jaco«b ~ ~~ 9 * 9 das8elbe Zeichen. Aber <ro* a 

ff w 

und co*b sind beide positiv, da a und b zwischen - — — und 4- -jr liegen 

2 2 

Dienger, Differential- u. Integral-Rechnung. 2. Aufl. 9 
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130 Zur Theorie der Grössen arc (»in = x) , arc tg = x)". 

so liegt a-f-b unter — ~ oder über -+- ~ . Erinnert man «ich nun, dass die Grössen 

arc(tg=y), it + are(tg=y), — it -+- are (tg = y) alle dieselbe Tangeute y haben, so er- 
gibt sich : 

( — « -h arc (jp = "J^^ , *enn a und ß negativ, 1— aß<0; 
or«(^=a)H-arc(r^=|?) = / are^ty = |-— wenn 1 — a/J>0i (c) 

' n •+■ arc (jg = "—afi ^ ' wenn Ä ^ positir, 1 — aß<^0. 

Setzt man in (b) ß = o , so ist 

I — n — are (»in = 2 « V^l — <**), wenn a negativ, 1 — 2«' <0; 
2«rc (sin = a) = { are (tin = 2 aVl—a 1 ), wenn 1 — 2a*> 0 ; (d) 



ä — arc (»in = 2<*Vl — a*), wenn a positiv, 1 — 2a : <0. 
Eben so aus (c) : 

( — it + arc (jg = • wenn a negativ, 1 — a* <0 ; 

2 are (tg = a) = J arc (tg = » wenn 1 — ff, >0; (e) 

| ä + arc Qg = , wenn a positiv, 1 — o 1 <0 . 

Da ferner unbedingt : 

»inß = — ^, 

Vl + iff'ß 

it it 

so ist, wenn tgß = a, also ß = are(lg = a), wo wir ß zwischen — und H- — einschliessen, 

M 2 

so dass auch ß = arcf tin = — — ^ -\ =. arc ( sin= — ° ^ : 

arc (to = a) = arc ( tin = — | . 

V Vi + «V 

Dazu gehört die Formel 

are (tin = o) = arc Qg = — °— ^ , 

welche aus tgß— - r ~-.?_i^z- sich eben so ergibt. Beide unterliegen keiner weitem Bedingung. 
Vi— «Vp 

Setztmanin(c)j9=-, soista/9=l, 1-1^0, = QO, arc f = £^4^) = % , 

so dass 

(IN l~ Ä4 "4 = — 4' wenn ° ne 8 atiT ; 
<,=jlj=j * 0») 

| — , wenn « positiv. 

Der letzteFall in(c) Terlangt, dass =-&>, are (tg = -£±£*) = - gesetzt 

l — <x/J v 1 — tt p>/ ^ 

werde, wodurch er auf den zweiten zurück kommt. Ueberdiess lassen sich die (b) leicht un- 
mittel l<ar erweisen. 



(0 



(g) 
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Anwendung auf das frühere Beispiel. 13 J 

V. Wir wollen von diesen Formeln in Bezug auf das zuletzt bestimmte Integral 

Gebrauch machen. Nach (e) ist, da 1 - ( Vr^-) = 1 - = — _ 6 _ x 

V r- 5 — 6xy 5 — 3x 5— 3x 

nicht immer positiv : 

\ 5 — 3x/ 

wozu noch 4- n kommt, wenn 5 — 6x<0 ist. Also ist auch 

/ - = rz arc ( to = - - --— I C oder 

./ V5 X -3x 3 V3 V y 5-6* 7^ 

t 2V3x(6-3xA n 

Da aber -+- C eben auch eine Konstante ist , so genügt das erste vollständig. 

Da nach (h) 

( 2V3x(5-3xA n ( Ö~Sr x 

™(» = 6 -6x ) = +- 2 ~ ° rC V* = 2V 3x"^xi J 
n r _ 6 x — 5 N 

Ä ± 2" + ^ V ~~ 2 V3T(6=3x)> 
. f 8x 1 z' 6x— 5 \ -«1 

s0 „ t ^y_^ = _^ = __j +c , weno± __ aU 



konstant unter C begriffen wird. 
Aus (0 folgt ferner 



y" Öx 2 Z' i/3xA „ 
= TTö arc l sin = 1/ ~r j -t- C . 
\^5x-3x l V. > 57 



Endlich gibt dieselbe Formel : 



6x — 6 



/- 6x-5 \ / . 2V3x(6-3x) \ /*_,__ 6x^-5 ^ 

0^2 vfx») = ar Y" = yTT^^y- - — ) ■ 

/' 8x 1 6x — 5X 

7^=3? = 73 arC VT* = ~5-J + ° • 



VI. Wir bemerken schliesslich wiederholt (§. 26, V), dass zwei 
Resultate 

J (x) 8x = H*hf '(x) 6x = F t (x) 

als gleichwerthig (d. h. gleich richtig) anzusehen sind , wenn die Differenz 
F (x) — F, (x) eine konstante Grösse ist. Findet man also 

9* 
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/f(x)8x = F(x)-+-a, 

wo a eine bestimmte Zahl ist, so 'kann man a füglich weglassen und statt 
allgemein 

yi(x)8x = F(x) + a-f-C bloss setzen: J % {(x)üx = F(x) + C. 

Man pflegt dann zu sagen, es sey a mit der willkürlichen Konstanten 
zusammengezogen. 

Beispiele zur üebnng werden wir nunmehr selten vorlegen, da die Integral tafeln 
deren in Menge liefern, und man des Gebrauchs wegen doch anrathen muss , sich solche zu 
Ter schaffen. Man besitzt in der deutseben Literatur Integraltafeln von Meier Hirsch, 
Sohncke, Schubert, Minding u. s. w. Für uns genügt es nun, die Formeln aufzustellen, 
und an einigen Beispielen zu zeigen, wie sie zu gebrauchen sind. 

* §-33. 
Binomische Integrale. 

I. Bereits in §. 27 haben wir mehrfach Gelegenheit gehabt, so genannte 
Reduktionsformeln zu entwickeln, vermittelst welcher ein Integral auf 
ein anderes ähnlicher Art zurückgeführt wird; diese Reduktionsformeln 
spielen überhaupt in der Integralrechnung eine wichtige Rolle und wir werden 
nun vielfach Gelegenheit haben , solche zu bilden. Zunächst soll diess der 
Fall seyn für das Integral 

Jx m (tLx n + b) r 8x, 

welches man ein „binomisches" zu nennen pflegt. Setzt man in der Formel 
(7) des §.27: 

y = (ax- + Vf , ^ = x» also ^ = an r (ax» + b)'-> x—', t = , 
öx öx m-l-1 

SO ist 

/x-(ax- +b)' Sx = * m+t( ** + »' y;»-(ax- -hb)-8x. (a) 

Beachtet man dass x n+n = x m x" = x m 
J (ax» 4- b)-' 8 x = <±*1±*> ( a x - + b)-» - ± x»(ax« + b)-'] 8 x 

= -^yx m (ax n -+-b)'8x— ~ Jx"(tLi«-hb)*-Hx, 

also in (a): 

/x. ( . I » + b)'8x=i=^^--^y;» ( . 1 . +b) ,8x + 5^y;»(. I . + b).-. 6l . 

woraus 



[ax--f-b b"l 
— a -J, so .St 
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Binomische Integrale. 133 
mithin da 1 4- -^-7 = m ~ t ~° r ~ M 80 - l6t wenn man beiderseitig durch diese 

m -(- 1 m -+- 1 ^ 0 

Grösse dividirt : 

/;-(»■ -Hb)- -8«- + * +^tt /*x-(ax« + b)-ax. (b) 

Setzt man r 4- 1 an die Stelle von r, was man, da r beliebig ist, sicher- 
lich kann, so erhält man : 

/>■(..- + b ) ^ 8 x= '-" ( "" + f;' + -^±. i i- /;-<„. + w . 8l . 

J m-hnr-MH- 1 m + nr+n + ly 

woraus unmittelbar folgt: 

/,,, + b, 8l =- i ^^ + ^ f ^/,, I .^,^ 1 . (., 

Setzt mau in der Formel (a) an die Stelle von m und r : m — n und 
r 4- 1 , so hat man : 

/U-.(.x" + b)». -(»x^-b^^ a^+lj r 
woraus 

Da nun x m -"(ax n +- b) r+, = x— "(ax n 4-b)(ax n + b) r = ax m (ax"4-b) r 
+ bx m - n (ax n -hb) r , so ist 

y'm, ._, uv, n x"»-"+ '(ax"H- b) r + l m-D + 1 /*„,, b(m — n + 1) 
x m (ax D -f- b) r 8x = ; — TTT r^TT I x (ax n -hb) ,r 8x 7 , tv X 
an(r+l) n(r-+-l)y an(r-l-l) 

yx ro — ' (a x" -h b) r 8x, 

woraus folgt 

V n(r-hl)/y an(r + l) an(r-t-l) 

^"•-»(ax- -hb) r 8x, 

und da 1 H — — . , ,. , so tolgt hieraus 

n(r-+-l) n(r-Hl) 0 

y' . • x»-»+'(ax"4-b)^' b(m-n-l-l) /\ n/ 

x»(ax» + b)' ^—-—J^ (ax" + b)' 8x. (e) 

Setzt man in der Formel (e) m-Hn an die Stelle von in, so erhält man 

C . x m+l (a x" 4- b)'* 1 b(m+l) (* , 

/x"+»(ax»4-b)' 8x= . ) i -'— - , ° y ' . /x»(ax n 4-b)'8x, 
J a(m + u-4-nr-f-I) a(m -f-nH-nr+ l) J 

woraus dann folgt 

/,-<.,• + by ^= xm 7; , ^ ) b) -- , ' m : ( :^ 1 n ) + 1} /x^ ( .x.. + b)-8x. (o 

Die sechs Formeln (a) — (f) sind nun die gesuchten Reduktionsformeln. 
Sie haben die Eigenschaft: 
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die erste: m zu erhöhen, r zu erniedrigen, 
„ zweite: ni nicht zu ändern, r zu erniedrigen: 
„ dritte: m nicht zu ändern, rzu erhöhen, 
„ vierte: m zu erniedrigen, r zu erhöhen, 
„ fünfte: in zu erniedrigen, r nicht zu ändern, 
„ sechste: ra zu erhöhen, r nicht zu ändern. 

Man wird leicht einsehen, dass dieselben in allen Fällen, m und r mögen 
positiv oder negativ seyn, genügen, um das vorgelegte Integral auf ein ein- 
facheres derselben Art zu reduziren. 

II. Die obigen Reduktionsformeln sind nicht anwendbar, wenn: 

ra -i- 1 =0, m-f- nr-H 1—0, r-+- 1 =0, 

da in diesen Fällen die Nenner zu 0 werden. Diese drei Fälle müssen also 
besonders erledigt werden. 

1) Sey m H- 1 = 0, also m = — 1 , so ist das vorgelegte Integral 

>x n -t-b) r 8x 



ß 



X 

Ist nun r eine ganze (positive oder negative) Zahl, so gehört das Inte- 
gral zu den in §. 29 näher betrachteten ; sey also r allgemeiner ein Bruch 

= ~ , so dass das vorgelegte Integral gleich 

pux" + b)"8x 

1 J__, 

ist. Man setze nun ax"-hb = z«, alsox^f^^Y, = 1 A^Y* 

V a y Bz n V. a y 

n J z* ■ — b 

welches Integral nun wieder zu §. 29 gehört und also nach der dortigen Weise 
erledigt werden kann, da ß und « ganze Zahlen sind. Schliesslich ist dann 

z — (ax n -h b) a . Ist r eine ganze Zahl, so sey ß — r, « = 1 , und ax" -f- b 
= z, wodurch dann 

/' (a x" -f by 8 x _ 1 / V 8 z 
J 3£ ii J i~~ b 



Digitized by Google 



Beispiele. 135 

2) Sey r + l=0, r = — 1 , also das vorgelegte Integral 

/_x™_8x_ 
ax n -M>' 

so kann es immer leicht auf die Form des §. 29 gebracht werden. 
(§• 31,1V.) 

3) Sey endlich m-f-nr+l=0, so setze man (§. 28), wenn r = — : 



i i — a—i , 



ax" + b 



m 

;ax- + by = *»=— L_, also 



(z«-a) 



/,-(..- + «« 8 .= -/— ^ • (^^jr ^ '«-(•«- «f* e . = 

(!«-.)" 

m -4- 1 /m + 1 \ 

- ~^r~ + r r — (— H + r) 

y;«^-.(z«_a) v ■ v 

Da aber in-hiir-f- 1 =0, so ist 4- r — 0, HL±i + 1 -f. r = 1, 

n n 

also 

p 

yi"(ax. + b)»8 I = -i/i^e I . 
welch letzteres Integral direkt zu denen in §. 29 gehört. Schliesslich ist 

— - — J . Für ein ganzes r ist ß — r, a = l, also 

III. Einige Beispiele mögen das Verfahren erläutern. 

y* x*8x 1 
---- — — zu bestimmen. Hier ist m = 5 „r = — 5-, n = 2 , a = — I, 
Va»— x* ^ 

b = a 1 , und also, wenn man m erniedrigen will, nach Formel (e): 
f x 6 8x = x'( a»-x») j 4aj f x l 

Auf das letzte Integral wendet man dieselbe Formel an, in der m = 3 ist, und hat 
P »' Bx= »'(a'-»') * 2a» /» x8x 

Jy?=? 3 3 Jyp=7*' 

Das jetzt noch vorkommende Integral ist bereit« in §. 28, IV bestimmt, gleich 
— Vk* — x 1 . so dass 
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136 Beispiele. 

2 " üm I pyh^x 1 ZU ermitfceln ' wird man die F <>rmel (f) anwenden und 



finden 



/ 'fix _ x-^a'-x)* 3_ / » 8x 

/V_8_*_ x-»(a»-x') * j_ r ex 

Um das letzte zu bestimmen, sey Va J — x 2 = z, a 2 — x 2 = z 2 x 2 = a 2 — z 2 
«x__ J_8x z — z 

X 8z~ *» x 8z~~r i ~a" I =z 1 ' also 

/ ifa'-i'7x ex' Va^? J^'T* l -Jtt=-2iJl^ 
und also 

/ 8x _ Va^ri 3 1, 3 . f V^J - a \ „ 
/xfaW 4a* Lx«^2a'xÜ" h 16a* 1 lv^ + ~J + 

/* x»8x 
(2x»-+-3) 6 ermitteln - Nach Formel (c), worin m = 8, n = 3, 

r= — 5, a = 2, b — 3: 

f x»8x = x'(2x 3 + 3)-« 1 f x"bx 
/(2x 3 -h3) 6 36 J2y(2x ! -h3) 4 ' 

y * x 8 8x _x fl (2x'-+-3)- s , „ 
(2x* + 3)* — 27 ' (m=8. n=3, r= —4, a=2, b=3, nH-nr-i- n-M =0), 

/* x»8x x ,J f 1 2x'-h3T 

ftlso y(2^^^9l2Tq^LT + -36-J + c 

4) Man soll J^=== bestimmen. Hier ist ni = 3, n — 8, r= — also 



m 4- nr -h 1 = 0 , so dass nach II, 3 
l + x' = 



4 z /*x 3 Öx 1 /V— D* -!? i /*8z 



und da (§. 29) : 



z'-l 2(z-lj 2(z+l)' 

so ist 



-HC, 
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Redaktionsformeln für J x m (a -+- b x •+-, c x ') r 8 x . j 3 •j 



und da 



so ißt auch 



x*8x 1 



IV. Auf die hier betrachtete Integralform kommt zunächst das Integral 

yjax-r-b^Ca'xH-bO'öx 

zurück. Setzt mau nämlich ax -f- b = z, x = ^—^ , ~ = — , so ist 

a 8« a ' 

y(ax + br(a'x + bO'8x = i-yi-(^ + V-^) , 8,. 

welches Integral zu der in diesem §. betrachteten Gattung gehört. 
Dessgleichen Iässt sich das Integral 

y^a-t-bx-r-cx»)' 8x 

auf dieselbe Form reduziren. Da nämlich 

. + tl + c I . = o[ I . + A I + i] = «[( I + 2 ±)Vi^]. 

so setze mau 

b 8x , b 

und hat 

y<a4-bx-Hox l r 8x = C yjV + i*|T^y 81, 
welches Integral zu den oben betrachteten (m = 0) gehört 

Reduktionsformeln für /x m (a+bx-r- ex 1 )' 8x. 

V. Für das Integral 

^»(a-f-bx-t-cx*)' 8x 

lässt sich direkt eiue Rekursionsformel entwickeln. Setzt man in der Formel (7) 
des §.27: 

8 z 8 v \ m+i 

y = (a + bx + cx 1 )', — = x m ,^ = r(a + bx + cx*)'- l (b + 2cx), z = ^y. 

so ist 

/*-(. + » x + c ,')- e , = _ * u + w +„•)-• « 

,/ m + 1 in -f- 1 y 

~ mTiy^" ^ a + bX + CX l 8l ' ^ 

vermöge welcher Formel das vorgelegte Integral auf zwei andere derselben 
Art zurückgeführt ist Setzt man zur Abkürzung a -+- bx -h ex* = X; ferner 
r + 1 für r, in — 2 für m , so folgt aus (g) : 
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■jßg Reduktionsforraeln fttr ^x m (a bx -I- c x') r 8 x . 

y m — i ni — i y m — 1 y 

und da 

Jx m -*X'+*bx = »X' (a-f-bx + cx s )8x=a fx»-*X* 8x + b Jx^K 8x 

-hcJx m X r dx, 

so ergibt sich aus vorstehender Gleichung leicht: 

Setzt man hier in 4- 2 für m, so zieht man auch daraus: 

y (m-f-l)a a(m+l) J a(m-+-l) J 

Ist iu eine positive ganze Zahl, so kommt nach (h) das Integral 
JxTX'dx schliesslich auf f x X r 3x und J^'d* zurück; ist m eine nega- 
tive ganze Zahl dagegen auf^^- 3x und Jx'dx. Von diesen Integralen 
ist fx r 'dx bereits in IV. erledigt. Ferner aus (h) für ra = 1 : 

so dass auch dieses Integral als erledigt anzusehen ist. 
Weiter ist 

t 

oder da 

/xX'-'8x=^-— ~ fx^Bx: 
J 2 r c 2 cy 

vermöge welcher Formel das zu erledigende Integral auf ein anderes der- 
selben Art zurückgeführt ist. Setzt man in (1) — r -I- 1 für r, so erhält man: 

/' 8x _ - 1 px _b /*8x 

J xX'-' ~ 2 (r - 1) X'- 1 + a y xx v 2 y X' ' 

f 8x _ 1 b ^8x J_ /' 8x 

y xX r ~2(r— l)aX'-> 2a/ X' a/xX'- 1 ' W 

Diese Formeln genügen, um die sämmtlichen Integrale der angegebenen 
Art zu reduziren. (Vergleiche auch §. 37, III.) 
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I. Das Integral 
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§. 34. 
Trigonometrische Integrale. 



»x eos n i 8x 



J*$in m -i 

lässt sich leicht auf die Form in §.33 reduziren, wenn man setzt cos x = z; 
doch ist es besser, die Redoktionsformeln für dasselbe unmittelbar abzuleiten. 
Setzt man in der Formel (7) des §. 27: 

yzzsstn^x, — = cot n xttnx, — = (m— l)*m m -'xco*x, z = — -^-j-y , 

so ist 

fsitf x cos" x 8x = - ^" m ~' X i C °f + ' X ■+- /* in™-* x co,»+* x 8 x . (a) 

Beachtet man, dass sin*"* x cos"" 1 ^ x = sin m ~ 9 x cos" x co* 1 x = «n m_, x 
co*" x ( 1 — ein 7 x) = «n m ~* x cos n x — «tn m x co* n x, so gibt die Gleichung (a) : 

woraus sich ergibt: 

«n»x<?o*»x8x = i / sin m -*xeos n xdx. (b) 

m-4-n m + ny 

Setzt man hier mH-2 an die Stelle von m, so ergibt sich leicht: 

«n" x co* n x 8 x = — 1 — / «n» +I x co$* x 8 x . (c) 

Hätte man anfänglich gesetzt y = C0* n_l x, || = sin m x co* x , ~ = 
— (n — 1) co8 a ~*x «nx, z = — , so hätte man: 

frn"xeo,«xtx ^ nm+i * e0 ^ + ^ f t in<°+*xco,»->xSx, (d) 
J m+1 m-\-\J 

woraus, da jwu ra+, x <ro« n -' x — «n"x (1 — cos' x) cm—*x = *m m x coff""* x — 
«n n x x, folgt: 

fa x ^ x *„*??12^ + ^ L-r W ^x8,, (e) 
J mH-n m+ny 

und endlich, wenn man n + 2 statt n setzt: 

«n»x-<j0« n x8x = _ 1 —- I «n»x cof-'x 8 x . (f) 

D+l D+ 1 J 

II. Für den Fall, dass m und n ganze (positive oder negative) Zahlen 
sind, führen diese Formeln schliesslich auf: 

yr r. a /«n* fcosxbx f6x f*x /' 8x 
8x, fcosxbx, /*tnx8x, I dx, / — : , /— , / , /- — — 
J J J eotx f J tmx J nnx' J eotx J ttnxeo 



eotx 
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140 Trigonometrische Integrale. 

AbetJ'dx = x, J wxdx = 8inx t Jsinxdx= —cosx (§. ^^)^f~^ x 

— -l(cosx), f = l(sinx) (§. 28, III), so dass bloss die letzten drei 
Integrale za bestimmen bleiben. Nnn ist 

/V 8 — = f — - : - = /^<z = tfx) = * (.) = l {tg x) ; 
J sin x cosx Jtgxeos l x J i * 

also 

fs\k = \f-l^=flin^ (j = B ) = 1 = ' (* f ) ' 

da tg + \ x) = ^(^-y x) und / 00^ (|— y x) = 

III. Die Integrale y*<T x 9 * > fcotg n d x können gleichfalls nach diesen 

Formeln reduzirt werden. 

Aus (a) oder (d) nämlich folgt (für n = — m, oder m = — n): 

J ,otg n x 8x = ~ C °'f_ ~ — J*colg a -* x 8 x . 

Wenn man will, so können als besonders zu benützende Formeln auf- 
gestellt weiden: 

f. m sin^xeosx , m-1 f . _ . a 
/«m ni x8x = i -— lnn m -*xdx, 

«n"'x8i = — 1 — /«n m + , x8x, 

m-t- 1 m -+- 1 y 

y„ Q «ni coi ,,_1 x n — 1 r , n 
co*»x8x = 1 — icos n -*xdx, 

/• _ a Wnxco ^'x , n + 2 /* . . 
co ,» x8x== __ + _ r _y c< ,^ x8 x. 

Beispiele hiezu liefern die Integraltafeln in Menge. 

V §• 35. 
Transzendente Integrale. 

I. Die Integrale der Form 

(sinx)cosxdx , .... 

wo f ein beliebiges Funktionszeichen , kommen auf^f(z) 9z zurück, wenn 

Digitized by Google 



Transzendente Integrale. 141 

- 

man setzt z = Z(x), e", cos*, *mx, . . . ; das Integral jt (e*) 8x wird für 
e* = z, x = J(z), g z — — , zu y- 5 ^— o. s. w. 

II. Gesetzt ferner, es sey P eine Funktion von x, so dass man j^üx 

nach den bisherigen Methoden ermitteln könne, und sey f P8x = Q; ferner 
z eine Funktion von x , so dass , wenn man 

setzt, R, S, . . . . bekannte Funktionen von x sind, so ist nach §.27: 
yP.»8x = Q*»-nyQz— *||8x, 

yQs— »^8x = Rz— »-(n-DyR^-'^Öx, 

ykz»-»^8x = Sx"-«-(n-2)y , S«- 4 ^ex, 

also jvi^dx bestimmbar. 

8 z 1 

Sey z B. P=l, z = /(x), g x = — , so ist 

Q = x, R = x, S = x 

also 

ß(x)*Qx = *[l (x) n -nZ(x)"- l -f-n(o-l) J(x)»~*-....±n(n-l) 2/(x) 

±n(n-l)...l](S,27,I). 

8 z i r 

Sey weiter P = 1 , z — care («n=x) , also ^ = ; . y P 8x = x = Q, 

R=y^====-VT^P, S = - fri=-x t T = VT=?, , also 

y Wo (»n = x)]» 8 x = x are («n = x)» - * Jq ^ z—» 8 x , 

Ii 8X = ~~ V*—** <wü(«n = x)»- 1 - (n- l)yRz*-*^ 8x, . . . 

also endlich 

y* , T n Vi— x* n(n — l)x 
arc («n = xj" 8 x = arc («in — x) n x H 7-: r t~. ~r t 

arc (im = x)* J 

^III. Setzt man in der Formel (7) des §.27: y = e", jp* = co*bx oder 
«nbx, also — =ae'\z = — — oder g — , so ist 
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y.".<»bx8. = -^-^ + |/."«.b 1 8x. 

Setzt man in jede dieser Gleichungen auf der zweiten Seite den Werth 
des betreffenden Integrals aus der andern , so hat man : 

y, „ e"iinbi , ae a, eo«bx a* f . « 
e"^bxex = + ^ gy J cotbxhx, 

y. . „ e a, co*bx ae» x *wbx a 1 f . , a _ 
e"wbx8x = 1 ^ gr /e» , *mbx8x, 

woraus ganz unmittelbar folgt: 



/. r e' 1 (b $tnb x + a «o* bx) 
e»*<!0*bx 8x = — j— r> HC, 
a*-t- b» 

^„«bx 8x = ?!M^^^bx) + c 



IV. Für die Integrale J^e^virfxdx, Je"coa n xdx ergeben sich eben- 



falls leicht Reduktionsforraeln. 

8 z 8 t e kI 

Setzt man nämlich y = «n* x, — = e"* , ~ = n ain n 'xcoax, z = — , 

o x o x & 

SO 18t 

e"*»'n"x8x = — /«n n - l xco«xe*« 8x, 

und wenn y = 8tn n ~ l xcosx, ^ = e* 1 , ^ = (n — 1 ) «V~"*x tttt'x — sirfx 
— (n — 1) «V~*x(l — «m'x) — «n n x = (n — 1) «m n-l x — n «Vx, z — e - : 

e m, «n n - , xco*x8x = — — /e» f «m»"-' x 8 x -h — /e"«n"x8x, 

also : 

^^e* 1 *tn" x 8 x = ———^5——— (a *tn x — n cot x) H- 1 «n n— *x 8 x — ^^e ,1 #*n'' x 8x, 

woraus 

fi e' , #M» B - | x(a«nx-nwix) rt(n — 1) f . m , . 
e"«n n x8x— \ -+ ' / /e"«n- l x8x. 

Eben so 

. co ,„ x 8 , = «" 00»°-' x (a co,x 4- n „n x) ^ , (, - 1) f^.^^ 
J a*-f-n* a*-|-n*y 

Für positive ganze n führen diese Formeln schliesslich aufye"co*x9x, 

/e"«nx3x, /e m, 3x. Das letzte Integral ist — , die zwei ersten ergeben 
%/ J a 

sich durch die Formeln für n = 1 : 
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y* . Q e^aji'wx — eotx) 
e"«nx8i = — 1 --hC, 

y;»^x8x = e " (a .^^> + C. Of,. in.) 

Die Integrale /e* x «n B bxdx, J*t mt cos n b x 8 x werden , wenn b x = z, 



fix 1 

8l = Y zu; 



und haben obige Form wieder. Setzt man oben — n + 2 Tür n, so hat man: 

/ e»*8x _ e"[aitBi + (n-2 )toKj (n — 2)(n— 1) / *e*« 

i»-'x~ #i«F*- 1 x[a*4-(n — 2) 8 ] a* -h (n — 2)* / «n» x ' 

/ V 1 8x _ e«" [a <?o« x — ( n — 2) gtn x] (n — 2) (o — 1) / V' # / 

co«»-«x — Co*»-' xla\+(n — 2) »1 a' + («-2)'/w? ; l ' / 



woraus 



f e" _ _ e** [a»ni + (n- 2) cojx] a_* 4- (n — 2) 1 A"8i 
y «»" x ÖX (o - 2) (n - 1) «n»"-« x + (n -2) (11 - \)J ,in»~*x ' 

y 'e" _ e» 1 [a co* x — (n — 2) <w x] a : -H(n — 2) ; / V*8x 
»i"x (n-2)(n-l)<ro*»-'x " + "(n-2) (n- 1)7 * 



Für n = 2 und n = 1 sind diese Formeln niclil anwendbar. 
"V. Für die Integrale Jx n sinxdx y J\ m cosxdx erhält man eben so 
Jx m einxhx — — x M cotx -hm j x m ~ l cosxhx, 

fx m co»xbx = x m sinx — m J**" 1 nnxQx, 

wodurch immer eines dieser Integrale auf das andere reduzirt ist, was ge- 
nügt. Setzt man hier — m + 1 für m , so zieht man daraus : 

y^eax — cosx 1 /«znx8x 

~x™~ X ~(m — l)x m - l ~m—lJ x"-' ' 

y r $in x fi — sinx 1 f cos x 8 x 

X -(m-l) *»-« + m~-TJ x—' * 

Die End-Integrale bei diesen Reduktionsformeln sied: 

sinxbx, Icotxdx, /— ^-8x, / ~^~° x > 

von denen die zwei letzten nicht weiter angegeben werden können» (§. 27, V.) 
Als Beispiel wollen wir das Integral Jx. l coax 8x wählen. Man hat: 

J*x*cosxdx = x*rinx — 4 J*x* rinxbx, J % x % $inx 8x = — x'co$x -+- 3 J*x* cosxbx, 

Jx*co$xdx = x , tinx — 2 J*xrinxQx, 
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Das Integral / (f + g cotx) (a ■+■ b cot x)~*8 x . 



J*xtinxbx = — xcotx + J*cotx%x, J*cotxQx = tinx, also: 

y i 4 co*x 8x = x* tinx-hix'cotx — 12x*ainx— 24xe<wx H-24«nx -+- C . 

§. 36. 

_ . r f-f- ff cotx 

Das Integral / 7-7»* c-8x. 

I. Wir wollen setzen 

/ f-r-ggo*x _ Amx / * B + Ccoix , 

(a-f-bco»x) n (a-+-bco#x) n -» y(a+bco«x) n -' *' W 

wo A, B, C noch zu bestimmende Grössen sind. Hieraus folgt durch Diffe- 
renzirong : 

f -hg eotx _ A [cotx (a-4-b <;ojx) H- (n — 1) b w'n'x] t Bh-Ccojx 
(a •+- b eo* x)° ~~ (a -+■ b cot x)" (a-f-b cot x)* -1 ' 

d. h. wenn man sin 7 x =1 — cos 1 x setzt: 

f + g cot x = (n — 1 ) b A -+- B a H- ( A a H- C a + B b) cot x + [ A b + C b — (n — 1 ) A b] cot s x . 

Bestimmt man also A, B, C so, dass 

(n — l)bA + aB = f, a A-+- aC + bB = g, b C — (n — 2)b A = 0 , 
A h _ ag-bf af-bg (n-2)(ag-b f) 

d.h. A- (n _ 1)(a *_ br a^P' C -(n-l) (a'-bV (b) 

so ist obige Gleichung identisch und die Gleichung (a) folglich richtig. Ver- 
möge derselben ist das Integral erster Seite auf ein ähnliches reduzirt , in 
welchem nun B und C an die Stelle von f und g treten, womit die Rechnung 
wieder nach den Formeln (b) zu fuhren ist 

Die eben angegebene Reduktionsformel ist unbrauchbar, wenn n = 1, 
oder a' = b J , da dann die Formeln (b) nicht benützt werden können. Diese 
Fälle hat man desshalb unmittelbar zu erledigen. 

II. Sey zunächst a = b; so ist das vorgelegte Integral 

f t + gcotx A-g+ g (l+ co , x ) f- g / • 8x g f 8x 

ya°(H-co*x)" J a^H-eo«)» a» J (l-H?o«x) n a"/ (1 -r-eoix)»- 1 ' 

so dass man diese letzteren Integrale zu bestimmen hat. Man setze x = 2z, 
1 -4- coa2z — 2co8 2 z, so ist 

f 8 * — f 288 = 1 f 8z / * 8x 1 r 8z 

J (lH-co*x) n j2 n cot ta z 2 a - i Jcos*"z' J (l+cotx) a ~ l ~ 2^J cot**-**' 

welche Integrale nach §. 34 erledigt werden können. 

Sey weiter b = — a , also das Integral 

f_J±gcotx__ = / Y-t-g-(l- co ,x) g f-hg f ex g f 8x 

J *.«(l-cotxp 0X - a-y (l-w«) n a'/d-coix)"-'' 
worin wieder für x = 2z: 

/ ' ex _ 1 r 8» /• 8x 1 / * 8z 

(l-co*x) n 2— V *m' n z * y (1 — co»x)— 1 ~2»-»y ««»"-« z ' 



Digitized by Google 



4 

Das Integral j {*. -Hb co*x)-' 8x. j 

■ 

III. Ist n = 1 , so hat man 

/^f4-gco*x „ . C 9 x r cos x ex 
s 8x = f / — — hg / r 
a + beo*x ,/ a + bcon / » + bcnix 

Da ferner 

/• cotxbx_ jY l_ a \ 

,/i + beMX ,/Vb b(a + bro*x),J X> 

so ist 

/ 'f-hgeojx 8j _g* , bf — ag /' bx 
,/ a -i- g co* x b b y a+b co< x ' 

so dass bloss das letzte Integral zn bestimmen ist 

Es ist aber 

a-+-bco*x = a^co* 1 -| -I-mii*-*^ ■+• b ^co* 1 -|- — *»"«* 
= (a + b) co* l -|- + (a — b)*in l — = co* l -|- j^a + b + (a-b) |-J , 

also 



,/ a-|-bco*x y 



a + b-h(a-b)^ l y co* l ~ 

Man setze nun tg^ — z, also (§. 13) — ^-y^ — 1 , — ^ ^ = 2, 

co» J - co* 1 2 

so ist (§. 28) 

/' 8x = /; 1 l_ 8x 8 = 2 / ' 8 z 

/a + bco.x / a + b + (a _ b) ^« w ,|8. 2 y. + b + (a-b).-- 

Wir haben nun zwei Fälle zn unterscheiden : 

1) a-i-b and a — b sind positiv. 
Dazu gehört, dass a >0 und a 2 > b* sey. ** Alsdann hat man 

y 8z _ 1 f 8z 
a-T-b-T-(a-b)» ,- a + b/ a-b / 

1 TZ z ' 

a -f- b 

so dass, wenn z V^-rr — 11 » erhalten wird : 

V aH-b 

/•8z 1 /; 1 öz 

/a-Hb-l-(a-b)z l a + b/ a-b , 8u 

' + a+b Z 

1 /a + b /*8u 1 ,/ä+b . 
= a^Va^yTW = a^b = 

* Ist b dann positiv, so ist a^>b, also a + b und a — b sicher positiv; ist b negativ, so 
ist doch der absolute Werth von b unter a, also a + b immerhin noch positiv. — Dass a aber 
positiv seyn mos«, ergibt sich daraus , dass wenn a + b und a — b positiv sind , ihre Summe, 
d. h. 2a es auch ist, so wie ihr Produkt, d. h. a 1 — b : positiv seyu wird. 

Diester, Differential- u. hUegral-Rechnung. 2. Aufl. 10 
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Das Integral / (a + b cos x)~ • 8 x . 



Da aber a 4- b und a - b positiv sind, so ist =V fr-Hb(a-b j 



so dass 



J a H- b + (a~^ b)~z 1 = \7a^P * V a~+b) ' 

/* Ex _ 2 /* _ -i / a — b _x\ (Vergl. §.28, I, wo a 3 = a-f-b, 

a-j-bco»x~ y a *_ b J arC V^ — V a-f-b^ 27' b : = a — b zu setzen wäre.) 

2) a-i-b positiv, a — b negativ. 

Demnach a -f- b , b — a positiv , so dass aoch Summe und Produkt 
positiv, d. h. b>0, b 2 -a 2 >0. 

Jetzt ist 



b + » 

29) 



Jn-hbcosz 7b + a- (b-a)z ! b-f-a/ b-a , 

= ^ ife-: v^.) - «0 - V^)] 



W-a^^/b^./ Vb«-. ' 



Vb-a/ Vb'-a' \, 1,/b^i; 
b+V V-»iVb+ay 

Demnach 

/a+Li" l /VbTI + Vb^^lX 

U== <( )H-C, b>0, b'-a»>0. 



(c) 



Die Fälle, da a<0, aber a : — b : >0 and b<0 aber b 1 — a*>0 sind hier nicht inbe- 
griffen. Ist aber a < 0 und a* — b z ^> 0 , so hat man 

Az-k— ==-/" ^ . -a>0, (-*)>-<- b)'>0. 

so dass das letzte Integral zu dem ersten Falle (c) gehört. — Eben so für b<0, 
b»— a*>0, ist 

/r?^=-M^' -b>o.(-b)'-(-.,->o. 

gehört mithin zum zweiten Falle (c). 
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Integrale ähnlicher Art. 147 

♦ 

Die zweite Gleichung (c) kann übrigens auch heissen : 

/-TT =77 M l+C, b>0, b l -a l >0, 

da die Differenz der zweiten Seiten beider Gleichungen konstant, nämlich 

= V^ H " l)iBt ' (§ ' 32 ' VI) 



" IV. Das Integral 

g «in x 



-t-b«inx) n 



wird für x = -J- + z zu 



-/ 



gC0,Z -8« 



b co« z) ' 

und ist also dem Vorstehenden gemäss zu behandeln. 
Das Integral 

/tin x 8 x 
(a + bco*x) n 

wird für eo»x = z zu 

7 (a-i-bz) n 

und ist also nach den früheren Methoden integrirbar. Aehnlich verhält es 
sich mit dem Integral / e °', x ? * v , , das für «nx = z zu /. — ■ wird. — 

e J (a + b«tnx) B ' ,/ (a + bz) 

Auch das Integral 

f LS 

y (a-f-b co*x -4-c*inx) n 

wird auf das frühere zurück geführt, wenn man setzt 

h = rcota, c = Tsina, r^Vb' + C 1 , eota = -~ , «in a = y , 

woraus a + bcosx + c«'nx =a-f- r(co«ßco*x+«»ia«mx) — a-t-r<?o«(x — a). 
Setzt man nun x — « = z, so ist 

/ 8 x = f 6 z 
(a H- b co« x -+- c «m x) » ~ / (a r co« z)» ' 

V. Das Integral f——r — — w > rd für co* x = z, = ± 77=?=, 

0 J aH-bcoJX-l-cco* 1 ! '8z V 1 — z ? 

, und gehört nun zu den in §. 32 betrachteten 

(a-hbz+cz^l-z* e * 

Integralen. Aehnlich verhält es sich mit den Integralen : 

y 8x /' _8x / ' 8x 

a-t-brinx + c«'« 1 !* ,/a + bMtis + ceorx' J a -4- b co«x -+- ciin'x ' 

U. S. W. 



10 



* 
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148 Bestimmung von Integralen durch Differenzirung. 

17 §• 37. 

Bestimmung tou Integralen durch Differenzirung. 

Gesetzt es sey a eine von x unabhängige Grösse, und ferner f(x, ot) 
eine Funktion von x und a, so wird, wenn 

yf(x,a)8x = F(x,a) + C, (a) 

die Grösse C, die nur konstant ist nach x, ganz wohl von a abhängen können. 
Daraus folgt, dass 

Z /' , fl 8F(x,a) ÖC 

-yf ( x,«)8x=,- c — h^. 

Es ist aber (§.11) 

r /fx,o-H J«)8s- /f(x,«)8x n . . 



8x 

8« 



so dass also 



=,y^ex(§.26, IV), 

y e« öx ~ 8« + 3«' 



8 C * 

Nun enthält C kein x, also wird auch r— kein x enthalten, d. h. konstant 

o et 

8 C " 

nach x seyn, so dass, wenn wir — = C setzen, C eben eine (willkürliche) 
Konstante nach x ist. Aus der Gleichung (a) folgt somit 

J ö o Da 

Dieser Satz ist für die Bildung von Integralen sehr fruchtbar, wie wir 
nun an einigen Beispielen sehen werden. 

' I. Es ist (§.28, I): 

y«nax8x = - -i-eo#ax-|-C. 
Daraus folgt, wenn man nach a differenzirt: 

yx cot ai8 1 = -\ cos ax+— sin ai + C, 
a* a 

allgemein, wenn man n mal auch a differenzirt und beachtet, dass 

8 n «max „ . { nn\ .„ ,_. 
~f~ n = x"«n(jix-h— J (§.18): 

j x" „» (a x -f- ^) 8 x = - £ (| cm a x) + C . 

Eben so 

fi n cot ( ax + y) 8x= eT"- (t* ax ) + c • 
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Bestimmung von Integralen durch Differenzirung. 149 

Was die Differentialquotienten der zweiten Seiten anbelangt, so können 
sie, da 

mittelst des Satzes in §. 18' leicht bestimmt werden. (Man vergl. §. 35, V.) 

j 

II. Da immer 

/nd— = M+C 

J a -f- b floa x 

wo M von a und b abhängt (§. 36), so folgt hieraus, da 

8a n Va4-b<?o«x/ (a-h bco*!)"- 1 -' ' 8 b n Va -I- b co* xy (a + beo*!)"-'- 1 " 

y\ 8x (-1)— 1 8— 'M fcot^xtix _ (-)"-' 8"-'M 

(a+bco«x)"~1.2...(n-l) 8a n ~« ' J (a + beoix)" ~ 1 . . .(n- 1) 8b"-' "*" ' 

und da auch 

8' ( 1 \ n (n_-(- 1) .... (n -j- r — 1) *«' x 

8b' V (& + bcotx) n J ( ' 



(a-4-bcu*x) n+r 

also wenn n = m — r : 

8 

8 b 

so ist 



Ö m -t M 

i n 

8 a»-'- 1 8 b' 

III. Das Integral 

-+- b x + cx» 

kann immer als eine Grösse A, welche von a, b, c abhängt, gefunden werden, 



T _ f 1 "\ _ (m — r) (m — r -h 1 ) . . . (m — 1) cos* x 

b' V(a-l-btfo*x) m -V ~ (a + bco*x) m 

y * cos* x 8 x _ (— 1 )"-' 
(a -f- b cotx) m ~~ 1 .2. . !'(m - 1) 

/■__»?_ 

,/a + bi4 

mer als eine Grösse A, 
so dass 

y a + bx + ex 1 

Daraus ergibt sich , wie in II. : 

f ö x (-1)"-' 8"~'A 

/ (a+bx+cxV 1.2...(n— 1) 8a— 1 

y x'8x _ (— 1)"-' 8 m -' A 

(a-4-bx+cx J )~~1.2...(m-l) 8a" 1 — 1 8b' " 

IV. Aus den Werthen von Jq* x sinbxdx, ^e" <?ö«l»x dx in §. 35, III 
folgen durch n malige Differenzirung nach a: 

/,,. ro , tiei= -(^ a ^-i)) +c . 
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§. 38. 

Wiederholte Integration. 
Da die Grösse Jf(x)'d\ wieder eine Funktion von x ist, so kann man 
ganz eben so ihr Integral suchen, was man durch j /f(x)Bx^ Bx, oder 

/•i * 
f(x)3x 2 bezeichnet. Daraus wird schon klar 
- 

seyn, was man durch das Zeichen 

bezeichnet. Es lassen .sich nun leicht einige Formeln aufstellen, mittelst 
derer man solche vielfache Integrale bestimmen kann. Ist nämlich y 
eine Funktion von x, so ist (§. 27) 

f\*x=xj\*x- fxybx. 

Man schliesst hieraus, dass allgemein: 
1.2...(n-l) p y8x"=x»-^y8x-^x"-yxy8»+ (n ~ 1 1 )( °~ 2 ^ °-y^y8x 

- ±^^-xJx n - i ]bx+Jx»-*ybx 

sey. Der Beweis dieser Formel geschieht durch den Schluss von n aufn-f- 1. 
Da nämlich 

f[*~fi- y ».]. , = J~ /*-■ y 8, - y ... 
so erhält man aus obiger Formel durch nochmalige Integration : 
1.2..(n-l) J^\$x"+ l = ^J % ybx-x"-ßxyZx + i ~£x»-* fx'ytix- 

~ n"/ 1 "y öxH_ y^ "y yx ~~ Vir/* ~ l ~ 

+ Yy/x n yf*+ /x»y*x. 
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Das bestimmte Integral. 151 

t 

Nun ist 

— + 1.2 ±l " n L 1 T + "TF" ■•• ±_ T.2"^ + "J 
= _ir 1 _i + -fe^L) + ± !^^ n±1 ] ± ± = _l (1 _ 1)n± l = ± l. 

nLl 1.2 1.2 J n n n n 

also wenn man mit n multiplizirt: 

welche Formel aus der früheren entsteht, wenn man n + 1 für n setzt, und 
also deren Richtigkeit beweist, da sie für n = 2 gilt (§. 18, II). 

Da man bei jeder Integration eine willkürliche Konstante zufügen soll, 

so wird man schliesslich bei j*" y3x" hinzusetzen müssen ax°~' -h bx°~*-l-.. 

...-f-k, wo a, b..., k, der Anzahl nach n r willkürliche Konstanten sind. 

Der so eben angegebene Satz führt die Bestimmung eines vielfachen Integrals auf die 
von einfachen Integralen zurück. Man hat auch weitere Satze aufgestellt , nach denen die 
Bestimmung vielfacher Integrale von zusammengesetzten Formen auf die der einfacheren 
zurückkommt. So wenn y und z Funktionen von x sind, bat man 



.ii-?-« 



n(o-H)(n-t-2) 8'y + 3 , 

1.2.3 8xV 

welche Reihe in's Unendliche gehen kann. Da jedoch diese Untersuchungen für uns von ge- 
ringerem Iuteresse sind , so mögen sie im Augenblick dahingestellt bleiben. (Vergl. „An- 
hang" unter ©). 



Siebenter Abschnitt, 
Das bestimmte Integral. 

§.39. 

Erklärungen. 

I. Seyen a und b zwei bestimmte endliche Grössen, f (x) eine Funktion 
von x, welche von x = a bis x = b stets endliche Werthe habe, Ax ein Zu- 
wachs von x so beschaffen, dass b = a -f- nz/x sey, wo n eine positive ganze 
Zahl ist (dabei Ax > 0, wenn b — a>0, dagegen Jx<0, wenn b — a<0), 
so nennen wir den Glänzwerth der Grösse 

f(a)Ji + f(a + Ji)Jx + f(a + 2-4x)J x + -r-f(b- Ax) Ax (I) 
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152 Das bestimmte Integral. 

mit abnehmendem (gegen Null gehendem) Jx das bestimmte Integral 
von f(x) nach x und bezeichnen denselben durch J f(x)öx, so dass 
wir haben : 

j f(i)8i = Ör^i[f(a) + f(a+Jx) + f(a + 2Ji)+ + f(b-Jx)]. (2) 

Hierbei ist auf der zweiten Seite die Zahl der Glieder — n und wächst 
natürlich mit abnehmendem Jx, da immer nJx = b- a seyn soll; zugleich 
ist b — J x = a -b (n — 1 ) Jx . 

Wir haben also im Augenblicke wesentlich zu unterscheiden zwischen dem Zeichen de« 
bestimmten Iutegrals und dem des unbestimmten in §. 26, dessen Benennung als „unbe- 
stimmtes" nun erst durch den Gegensatz klar Ut. 

Bezeichnen wir, wie diess früher geschehen , durch d x eine unendlich kleine Grösse , so 
kann man die Gleichung (2) auch schreiben : 

f(x)8x = f(a)dx + f(a + dx)dx4-f(a4-2dx)<ix4-....4-f(b — dx)dx, (2') 

» 

deren Bedeutung jedoch nur aus (2) klar Ut. Die Produkte f(a) dx, f(a -+• dx)dx, , 

f (b — dx)dx nennt man dann die Elemente des bestimmten Integrals. 

II. Aus der Erklärung in (2) lässt sich sofort ein Satz folgern, der uns 
später vou Wichtigkeit seyn wird. 

Da nämlich f(a), f(a + Jx) f (b— Jx) sämmtlich endliche Grössen 

sind, so ist eine davon die grösste, eine andere die kleinste. Sey f(a + rJx) 
die erstere, f(a -f- s Jx) die letztere, so hat man (vergl. §. 7, III) : 

f(a)-hf(a + Jx)-h....4-f(b-Ji)< n ' (a ^ r j X J 

>nf(a4-s Jx), 

also 

A x [f (a) + f (a + Jx) + 4- f (b - J x)J < " f ] < Ä + r j «> # 

J >nJxf(a-+-sJx), * 

d. h. da n Jx ■■= b — a: 

^t«*>+«-^ +<«-^z:z::z 

so dass 

Ji[f(a) + f(a + Ax)-h H-f(b-Jx)] = (b-a)M, (3) 

wo M eine zwischen f(a + rjx) und f(a 4-sJx) d. h. zwischen dem grössten 
und kleinsten Werth, den f(x) innerhalb der Integ rationsgränzen a und 
b annimmt, liegende Zahl ist. 

Da die Gleichung (3) für alle Jx besteht, so gilt sie auch für den 
Giänzwerth, d. h. man hat wegen (2): 

f(x)rJx = (b — a)M. (4) 



wo M dieselbe Bedeutung hat, wie so eben. Lässst man aber in f(x) die 



* Dabei ist allerdings Jx>0 gedacht. Mag aber Ax positiv oder negativ seyn, der 
Werth der ersten Seite liegt immer z w i s c h c n den zwei Grössen auf der zweiten Seite. 
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Beweis, dass y^f(x)öx = (b-a)fla-+-e(b-a)J. ^3 

unabhängig Veränderliche x stetig von a bis b gehen, so durchläuft f (x) eine 
(unendliche) Reihe von Werthen in ebenfalls stetiger Folge, so dass jede 
Zahl, die zwischen dein grössten und kleinsten dieser Werthe 
liegt* nothwendig einer der Werthe von f(x) selbst seyn rauss. 

Es lässt sich diess auch geometrisch leicht einsehen. Betrachten wir 
die Kurve DEF als Bild der Funktion f(x), d.h. stellen 
die Ordinaten derselben die Werthe von f(x) dar, und 
ist AC die Richtung der Abszissenaxe , a die Abszisse 
vonD, b vonF [alsoAC=b— a, AD = f(a), CF=f(b) 
u. s. w.], so sind BE und AD die grössten und kleinsten 
Werthe von f (x) zwischen x = a und x = b. Jeder 
Werth nun, der grösser als AD, aber kleiner als BE ist, wird als eine der 
Ordinaten von DEF angegeben werden können. 

Demnach ist in (4) die Grösse M einem (bestimmten, natürlich im Allge- 
meinen nicht kurzweg bekannten) Werthe von f(x) gleich zu setzen, wenn x 
zwischen a und b liegt. Bezeichnen wir durch © künftig Immer einen positiven 
ächten Bruch (also < 1 oder höchstens = 1), so stellt die Grösse a -t- 
B (b — a) immer eine Zahl vor, die zwischen a und b liegt ; * man kann also 
setzen : M = f [a + G (b — a)], so dass endlich 




b 

f(x)ex = (b-a)f[a + e(b-a)]. ' (5) 



wo 9 zwischen 0 und l liegt. (Vergl. IV dieses §.) 
Daraus zieht man sofort zwei Folgerungen : . 

1) Ist f(x) konstant = c, so ist auch f [a -+■ 0(b — a)J = c, so dass 

J c8x=(b — a)c. (6) 

2) Nähert b sich der Grösse a, so wird J f (x) 3 x sich Null nähern, 

da dann auf der zweiten Seite b — a sich Null nähert. — Die (5) kann 
übrigens auch unter folgender Form geschrieben werden : 



»-t-h 

f(x)8x = hf(aH-eb). (7) 



Verallgemeinerung dieses Satzes. 

III. Der Satz (5) lässt sich leicht verallgemeinern. Ist nämlich F (x) 
eine Funktion von x so beschaffen, dass sie von x = a bis x = b immer das- 
selbe Zeichen hat; sind f(a+ rz/x), f(a + s Jx) die grössten und kleinsten 
Werthe von f(x), wenn x von a bis b geht (wie in II), so ist 



* Für © = 0 ist jene Grösse — a . för 0—1 aber a b — a = b ; für © zwischen 0 
und 1 liegt sie zwischen a und b. 
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154 Verallgemeinerung des eben erwiesenen Satze«. 

F (a) f (a) + F (a -f- Ax) f (a -+- Ax) -f- . . . -+- F (b — Jx)f (b - Ax) 
<f (a -|- rzfx) [F (a) ■+- F (a -+■ Ax) + ....+ F (b — 
> f (a -I- s Ax) [F (a) -+- F (a H- Ax) ■+- . . . . ■+- F (b — A x)] , 
wobei wir F(x) als positiv gedacht haben, und der Satz nur wahr ist, wenn 
F(x) immer positiv bleibt, da die Summe nur in diesem Falle zu gross werden 
muss, wenn man für f(a), f(a H- z/x) , . . . , t'(b— Jx) durchweg den grössten 
Werth f(a-hrJx) setzt. — Für negative F(x) wechsle man nur überall die 
Zeichen und der Satz gilt dann noch ; das Endergebniss wird also auch für 
diesen Fall richtig bleiben. * 

Multiplizirt man mit J.\, und beachtet, dass 
GrAx [f (a) F (a) -f- f (a +Ax) F (a+Ji) + . . . + f (b- A x) F (b - Ax)} = ^ f (x) F (x) 8 x , 

Gr Ax[F(&) + F(a + Ax) + ... .F(b — Ax)]= ^ Fix) fix, 

so 8chliesst man, wie oben : 

j 'f (x) F (x) 8 x = V (x) 8 x , 

wo M zwischen dem grössten und kleinsten Werthe von f(x), wenn x von a 
bis b geht, liegt. Daher 

y b f(x)F(x)8x = fra-H0(b-a)] fj(*)**> (8) 

wo also F(x) von x = a bis x = b sein Zeichen uicht wechselt. 

Per Satz (5) folgt hieraus. Setzt man nämlich in (8) F (x) = 1 , so wechselt diese Grösse 
ihr Zeichen sicher nicht, und man hat: 



f f(x)8x = f[a-f-e(b-a)]y* Öx. 



* Ist F (x) immer negativ, so i6t — F (x) immer positiv und man hat : 

- F(a)f(a) - F(a + Ax) f(a + Ax) F(b - zfx)f(b- Ax) 

<f(a + r Jx)[-F(a)-F(a-+- Ax) — ....-F(b- Ax)} 
> f (a -+- s A x) [— F (a) — F (a -+- A x) — — F (b - A x)] . 

Daraus folgt dann ganz wie im Texte : 

y™ b -F(x)f(x)8x^M y >b -F(x)8x, 

wo M eine Mittelgrösse für f(x) ist. Aus der Erklärung (2) folgt aber unmittelbar, dass 
f -*(x)8x^-/ ?>(x)8x, da 

Gr Ax[— <p(&) — o>(a-h Ax)— — v(h — x)| = — Gr Ji[v(a) + ?>(a+ Ax)-h. . . 

+ f5 (b-Jx)l. 

Demnach heisst obige Gleichung 

- 1* F<x)f(x)8x~-M^ F(x)8x.^ F (x) f (x) t*x — M^* F(x)8x. 
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Mittlerer Werth einer Funktion. 155 

Aber ans (6) folgt für c = 1 : f 8x = b — a, so dass also die (5) geradezu erscheint. Die 

Gleichung (6) ergibt sich übrigens aus der Erklftrong in (2) von selbst; es bedarf also des 
Satzes (6) nicht, um sie zu erweisen. 

Mittlerer Werth einer Funktion. 

IV. Ist f(x) eine Funktion von x, welche endlich bleibt von x = a bis 
x = b, und man legt der unabhängig Veränderlichen x in stetiger Folge alle 
möglichen Werthe von x = a bis x = b bei, so nennen wir die Summe all 
dieser Werthe, dividirt durch die Anzahl derselben, den mittlem 
Werth der Funktion f(x), innerhalb der Gränzen a und b für x. 

Da man alle Werthe von x, zwischen a und b, beachten soll, so muss 
man durch unendlich kleine Unterschiede dx fortschreiten, so dass die 
Summe ist . 

f (a) -+- f (a -+- dx) -+- -+- f (b — dx), 

wo wir den letzten Werth f (b) immer ausschliessen. Ist n die Anzahl der 
Glieder, so ist also der mittlere Werth von f(x) gleich 

— [f(a)-f-f(a-f-<fx) + f(a4-2dx)-|- + f(b-rfx)]. 

n 

In schärferer Weise gesprochen, ist dieser mittlere Werth : 

Gr — [f (a) -I- f (a -+- Jx) + f (a + 2 Ax) -+- . . . . + f (a Jx)] , 

n 

(1. h. da n Jx = b — a: 
l 



Gr A x [f (a) + f (a -4- ä x) H- f (a -+- 2 J z) -+- . . . . -+- f (a -I- n — \A x)] . 
b — a 

Nach (2) ist also : 

Mittlerer Werth von f (x) zwischen a und b gleich ^Zlf f (*) 8 1 • ( 9 ) 

Daraus folgt unmittelbar, dass die in (5) mit f [a-f- @(b — a)J bezeichnete 
Grösse geradezu dieser mittlere Werth von f(x) ist. 

Ehe wir weiter gehen, wollen wir eine zweite Erklärungsweise folgen 
lassen, die wir absichtlich ganz unabhängig von der obigen darstellen, da sie 
vorläufig auch übergangen, nach ßedürfniss aber auch an die Spitze gestellt 
werden kann. 

§. 40. 

Zweite Erklärungsweise des bestimmten Integrals. 

I. Seyen a und b zwei bestimmte, endliche Grössen; f(x) eine Funktion von x, 
die für alle Werthe von x, von a bis b, endlich bleibe; ferner a t , a ? , . . . , a„ eine 
Reihe von Werthen zwischen a und b, so da*s wenn b> a, auch a, > a, a? > a,, 

. . . , a„ > a„_, , b > a„, und wenn b < a , auch a, < a , a, < a, a„ < a„_,, 

b <a„, dass mithin die Differenzen 

a t — a , a, — a t , a, — a, , .... a„ — a„_i , b — a„ 



Digitized by Google 



156 Zweite Erklärungsweise eines bestimmten Integrals. 

sämnitlich dasselbe Zeichen haben , so heissen wir die Grösse , der sich 
(a t — a)f(a)-(-(a,~a 1 )f(a 1 )-|-(a,— a,)f(a,)4-...-l-(a„— a„-i)f(a„_,)-j-(b— anJfCa«) (a) 
mehr und mehr nähert, je kleiner die Differenzen a, — a, a, — a, , . . . , b — a„ werden, 
d. h. je mehr man Werthc zwischen a und b einschiebt, das bestimmte Integral 
von f(x), genommen zwischen den Gränzen a und b, und bezeichnen 

dieselbe durch f (x) 8 x, so dass als Erklärung dieses Zeichens die Gleichung gilt : 

P f (x) 8 x = Gr [(a t - a) f (a) 4- (a, - a, ) f (a, ) + (a, - a,) f (a,) 4- ... 4- («. - a»-,) f (a^,) 

4-(b-a„)f(a„)]. (10) 

Was nun die Grösse zweiter Seite in (10) anbelangt, so wird, da die Differenzen 
at — a, a, — a, , . . . , b — a„ sammtlich dasselbe Zeichen haben, die Grösse 

(a t - a) f (a) 4- (a, - a t ) f (aj 4- ... 4- (b - a„)f (a„) (a) 

ihrem absoluten Werthe nach (d. h. ohne Rücksicht auf das Zeichen) kleiner seyn, 
als diejenige Grösse, die man erhält, wenn man für f (a), f (a t ) . . . , f (a„) die grösste 
dieser Grössen setzt, und grösser als das, was man erhält, wenn man die kleinste 
setzt. Ist also f(a r ) die grösste, f(a.) die kleinste der Grössen f (a), f(a ( ), . . . , 
f(a„), so liegt die Grösse (a) immer zwischen 

(a t — a) f (a ,) -J- (a, — a, ) f (a r ) 4- . . . 4- (a» — a„_i) f (a, ) -f- (b — a B ) f (a r ) = (b — a) f (a r ) und 
(a, — a)f(a.)4-(a,— a 1 )f(a.)4-...4-(a n — a„_i)f(a.)4-(b — a„)f(a.) = (b — a)f(a.), 

so dass man also sagen kann, es sey dieselbe gleich einem Werthe zwischen (b — a) 
f(a r ) und (b — a)f(a.). Daraus folgt, wie oben, dass J* f (x) 8 x gleich (b — a) 

multiplizirt mit einem Werthe von f (x), für den x zwischen a und b liegt. Be- 
zeichnen wir denselben durch a4-©(b — a), wo© zwischen 0 und 1 liegt, so 
ist also 

f (x) öx = (b-a)f[a + 0(b- a)] . (5) 



II. Es fragt sich nun vor Allem, ob die gewählte Einscbiebungsweise der 
Werthe a, , a^, . . ., a„, die wir nach irgend einem Gesetze geschehen uns 
denken können , nicht von Einfluss ist auf den Werth des bestimmten Integrals 

J f(x)8x. Zu dem Ende wollen wir zunächst in 

(a t - a) f (a) 4- (a t - a,) f (a.) 4- . , . -h (a n - a n _,) f (a„_,) 4- (b - a„) f (a„) (a) 

zwischen a und a t , a, und a 2 , . . . weitere Grössen einschieben, und zwar zwischen 
a und a, die Grössen /?, , ß 2 , . . . , ß m ; zwischen a f und a? die Grössen y t , y ? , . . , y T ; 

; zwischen a„ und b die Grössen £ t , so wird statt («) jetzt 

erscheinen: 

(ft - a)f(a)4-(/* t -ft)fO» l ) 4-.... 4- (ß a - ß m - t ) f (/*„_,) 4- (a, -ß m )fQi a ) v 
+(y t -* i )H*t)+(Yt-rJHr t ) + .... 4- (y r -Y r -i)f(yr-i) 4- (a,-y r ) f(y r ) / 

(«') 



,-*.)f(ii) + ....4-(*.~^,)f(^.,)4-(b-*.)f{|.). i 



- + -a i -a n )f(a n )^-(| 1 - 

Genau wie oben wird man aber zeigen können, dass jede einzelne Zeile von («') 
als ein Zwischenwerth darzustellen ist und zwar, [wenn wir etwa uns denken, es 
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♦ 

seyen schon an und für sich genügend viele Werthe a t ,a, , a, vorhanden 

gewesen] wird man die Grösse («') setzen können gleich 

(a, - a) f [a+e, (a t -a)] -+- (a^aj^a, 4- 8, (a, - a t )l 4- ... 4- (b-a „)f 0,4-0 „ (b-a „)], 

wo @ t , .... ©„ zwischen 0 und 1 liegen. Da aber a t — a, a? — aj , , 

a„ — an_i immer kleiner werden, je grösser n ist, so wird man setzen können: 

f [a 4- e t (a t - a)] = f (a) 4- « 0 , f [a t 4- 0, (a, - t^)] = f (a t ) 4- e t , . . . , f [a n 4- 0 (b-a „)] , 

= f (a„) + 6 n , 

wo Bq , e„ mit a t — a, a, — a, , . . . , b — a„ verschwindend klein werden. 

Also ist («') gleich 

(a t — a) f (a) 4- (a, — aj f (a t ) 4- 4-(b — a n )f(a n ) 

4- — a) «o 4- (a, — a,) e t 4- 4- (b — a„) e„, 

d. h. die Differenz zwischen dem Werthe von (et) und dem von (a') ist 

(a t — a)e 0 4- (a, — & t ) e t 4-....4-(b — a„)e n . (ß) 

Diese Grösse liegt aber zwischen (b — a) e T und (b — a) e, , wenn « r und e, die 
grösste und kleinste der Grössen f 0 , c, , . . . , c B sind, und da mit wachsendem n diese 
Grössen immer mehr abnehmen, so wird also der Werth von (ß) sich immer mehr 
der Null nähern, so dass mit unendlichem n, d. h. wenn man zur Gränze übergeht, 
der Werth von (a) und der von (a') einander gleich sind. Daraus folgt also, dass das 
Einschieben von weiteren Zwischenwerthen keinen Einfluss auf den Werth dea 
bestimmten Integrals hat. 

Aber auch eine ganz andere Einschiebungsweise , als die anfänglich gewählte, 
hat keinen Einfluss. Denn seyen anfänglich eingeschoben a t , . . . , a„; dann wieder 
einmal b t , . . . . , b m , wo natürlich schliesslich n und m unendlich gross sind, und 
auch von b t , . . . , b m angenommen wird , dass b t — a , b 2 — b t , . . . , b — b m 
sämmtlich dasselbe Zeichen haben, so werden die Gränzen von 

(a t — a) f (a) 4- (a, — a t ) f (aj 4- . . . 4- (b — a„) f (a„) 
nnd (\ — a) f (a) -+- (b x — b t ) f (b t ) 4- . . . 4- (b — b^f (b m ) 

einander gleich seyn. Denn man denke sich zwischen a und b alle Grössen a, , 
an, b t ,..., b m in der gehörigen Ordnung eingeschoben , so wird diese neue Ei n- 
theilung nothwendig in Bezug auf jede der durch (6) angegebenen Eintheilungs- 
weisen eine solche seyn, die man erhalten hätte, wenn man in (ö*) Zwischen werthe 
eingeschoben hätte. Da nun , dem Obigen gemäss , der Gränzwerth dieser neuen 
Grösse derselbe ist, wie die Gränzwerthe der beiden Grössen ($), so müssen diese 
letzteren Gränzwerthe selbst einander gleich seyn. 

Wie man also auch in (10) die nach einander folgenden Z wi- 
schen werthe a t a,, wähle, der Werth von J f (x) 8 x ist immer 

derselbe. 

III. Wählen wir diese Zwischen werthe nun so , dass sie alle gleich weit von 

b— a 

sinander abstehen, d. h. setzen wir = zJx, so ist, wenn Gr sich auf ein unend- 

n 

lieh wachsendes n, also unendlich abnehmendes dx bezieht, auch 

b 



} (*) 



f (x) 8 x = Gr Ax [f (a) 4- f (a 4- Ax 4- f (a 4- 2 Ax) 4- . . . 4- f (a 4- n - l Ax)] , (2) 
wenn man a t = a4- z/x, a,=a + 2Jx, . . . a„ = a4-(n — l)Jx setzt. 
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Man kann das oben Gesagte auch noch in etwas anderer Form aussprechen, 
was für manche Anwendungen von grosser Wichtigkeit ist. Sind nämlich zwischen 
a und b die Wertbe a t , ,...a„ eingeschoben, und man lässt n mehr und mehr 
gross werden, so werden die Differenzen a t — a, n? — a, , . . . ., b — a„ immer 
kleiner und man wird also sagen dürfen, sie werden unendlich klein (§. 11), statt 
zu sagen, man gehe zur Gränze über. Da die Grössen f(a), f(a t ), f(a„) 
eäninitlich endlich vorausgesetzt wurden, so sind dann die Grössen (a, — a)f(a), 
(a, — a,) f (a,) , . . . , (b — a n )f(a„) auch unendlich klein, und bilden das, was man 
die Elemente des bestimmten Integrals nennt. Dasselbe ist somit gleich der 
Summe seiner unendlich vielen unendlich kleinen Elemente. Sobald man also 
irgendwo auf eine solche Summation kommt , so hat man immer ein bestimmtes 
Integral zu ermitteln. 

IV. Es mag vielleicht zur klaren Einsicht in das Wesen der letzten Angabe beitragen, 
wenn wir an einem Beispiele erläutern , wie diess zu verstehen ist. Gesetzt , ein Körper 
Fig. 14. bewege sich auf der Geraden AM (Fig. 14) und sey am Ende der 

Zeit t nath M gelangt; seine Geschwindigkeit in M sey = f(t), so 

& $ dass also dieselbe zu jeder Zeit bekannt ist; man will wissen, welchen 

Weg der Körper in der Zeit i, von Anfang an gerechnet, zurückgelegt habe , wenn die Be- 
wegung in A angefangen hat. Sey r eine unendlich kleine Zeit = ein Zeitelement, v die 
Geschwindigkeit des Körpers in M, gleich f (t) , so ist der in der Zeit t zurückgelegte Weg = vt 
= f(t)t, welcher Weg nun das Element des ganzen zurückgelegten Weges bildet. Theilt 
man also die Zeit z in unendlich viele unendlich kleine (gleich grosse oder verschieden grosse) 
Zeittheilcben t ab, so hat man für den Weg in jedem derselben einen Ausdruck wie den obigen, 
so dass die Summe aller derselben, d. h. 

f(0)r+f(t)t + f(2T)r + .... + f(z-r)t 
der zurückgelegte Weg ist. Derselbe wird also gegeben seyn durch die Formel : 

x=y\(t)Öt. 

Dass man dasselbe Res ultat auch in der strengeren Form erhalten kann , ist leicht zu 
übersehen. Man würde jetzt sagen , der in der Zeit r zurückgelegte Weg sey zwischen v t 
und (v -+- A v) t enthalten, wenn Jv die Zunahme der Geschwindigkeit w&hrend der Zeit t ist. 
Er ist also = (y + t)t, wo e eine Grösse ist, die mit r verschwindet. Daraus folgt, dass der 
ganze Weg gleich 

( v 0 + *o) T -T- ( r | -+-*!)»+....■+- (V„ -f" B„) t , 

wenn v 0 , v t , , v„ die Geschwindigkeiten in den Zeitmomenten 0, r, 2 t , . . sind. Diese 

Summe ist gleich 

T 0 t-f-T,t+...-i-7„f + (« 0 + ... + e 11 )r ) 
und bleibt, was auch t sey, dem Wege gleich. Lässt man aber t immer mehr abnehmen , so 

wird der erste Tbeil v 0 1 -+- . . . -+- v„ t als Gränzwertb die Grösse / v 8 1 = / f (t) 8 thaben, 

J o J o 

während der zweite immer zwischen dt«, undnre, liegt, wo e r und e, wieder die grössten 

und kleinsten der Grössen e 0 «„ bezeichnen. Da nt = z, und ze r , z«, gegen Null 

gehen, wenn t gegen Noll geht, so ist der Gränzwertb dieses zweiten Theiles Null. Daraus 
folgt dann wieder obigo Gleichung. 

§. 41. 

Werthermittlung eines bestimmten Integrals. 

I. Angenommen, es sey F(x) das nach den Methoden des sechsten Ab- 
schnitts ermittelte unbestimmte Integral von f(x), so dass 
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i 

F(x)= yf(x)8x,also^|^ = f(x). 

Nach §.15, I folgt hieraus, dass 

F (x 4- Jx) — F (x) = [f (x) 4- o] Jx 
seyn wird, wo a mit Jx gegen Null geht. Setzt man in dieser Gleichung, 
welche wesentlich voraussetzt, dass f(x) endlich sey, nach einander 
x = a, a 4- Jx , a + 2 Jx, . . . . , b — Jx, so erhält man : 

F{a+ Jx) — F(a) = f (a) Jx4- a t Jx, 

F (a 4- 2 Jx) — F (a 4- Jx) = f (a 4- Jx) Jx -+- a, Jx , 

F (a -+- 3 Jx) — F (a 4- 2 J x) = f (a 4- 2 Jx) J x 4- « 3 Jx , 



F(b)-F(b-Jx) = f(b- Jx)Jx 4- a„Jx, 

woa,, a„ mit Jx gegen Null gehen,. Die Addition dieser Gleichung 
gibt: 

F (b) — F (a) = Jx [f(a) + f(a+ Jx) + ... + f(b — J x)] 
4- Jx (a t 4- a, 4- 4- a„) 

d. h. 

Jx [f (a) 4- f (a4- Jx) 4- f (a-r-2 Jx) 4- . . . . 4- f (b - Jx)] 
= F(b) — F(a) — Jx[o t 4-«j4-....4-a„J. 

Diese Gleichheit liefert sofort 
Qr Jx [f (a) 4- f (a 4- Jx) 4- . . . . -f- f (b - J x)J = <?r [F (b) - F (a) - Jx (a t -f- . . . 4- « .)], 
d. h. nach §.39, (2): 



b f(x)8x = <?r[F(b)-F(a)- Jx(a t 4- a, 4- . . . 4- a„)J . (a) 



Was nun die Grössen zweiter Seite betrifft, so sind F(b), F(a) bestimmte 
Zahlen, die sich nicht ändern, so dass sie selbst ihre Gränze sind. Für die 
übrigen Grössen besteht die Gleichung 

Qr Jx(o t 4-0,4-. ..4-a n ) = 0, (11) 

von der wir in ähnlichen Fällen noch häufig Gebrauch machen werden. Der 
Beweis derselben ist bereits (§. 7, IV) geführt worden, mag aber doch noch- 
mals wiederholt werden. 

Ist «, die grösste, a k die kleinste der Zahlen a t so ist immer 

Jx(o 4 4-«, 4-. .. 4-a„) zwischen n Jxo, und n Jx« k , 

d. h. da n Jx = b — a, es ist 

Jx(o t 4-a, 4- . .. 4- On) »wischen (b — a) a t and (b — a)a k . 

Da mit abnehmendem Jx alle a, also auch a t uud a k gegen Null gehen, 
mithin (b — a) a t und (b — a) a k in derselben Lage sind, so ergibt sich nach 
§. 7, I sofort die Richtigkeit der Gleichung (11). 

Also endlich folgt aus (a) : 

y b f(x)8x = F(b)-F(a), wo F (x) ==^1 (x) 8 x . (12) 



1 60 Werthermitthing eines bestimmten Integrals. 

So folgt also aus j*coax 8 x = m'nx : 



co$ x 8 x — sin $in0= 1 . 



II. Vermittelst dieser Formel ist die Ermittlung des bestimmten Integrals 
J f(x)Bxaufdie des unbestimmten Integral8^*f(x) zurückgeführt, 

und wenn yi'(x)öx = F(x), so ist y^V(x) 9 x gleich der Differenz der Werthe 

von F (x) für x = b und x = a. Die Werthe a und b von x heissen die 
G ranzen des bestimmten Integrals. 

Man sieht leicht, dass dieZufugung der willkürlichen Konstanten beider 

unbestimmten Integration nicht nothwendig ist, da wennyf(x)dx=F(x)+C, 

der Werth für x = b ist F (b) H- C , für x = a : F (a) + C und die Differenz 
beider: F(b) — F(a), wo nun die willkürliche Konstante verschwunden ist. 
Diess setzt natürlich voraus, dass C dieselbe Grösse ist für x = a und für 
x = b. Gemäss §.26 wird diess der Fall seyn, wenn f(x) endlich ist von 
x = a bisx = b, oder „innerhalb der Gränzen der Integration M , was wir 
auch immer vorausgesetzt haben und noch voraussetzen werden. Eben so 
muss nothwendig die Grösse F(x) stetig verlaufen von x = a bis x=b, d. h. 
ein jeder folgende Werth muss unendlich wenig verschieden seyn vom vor- 
hergehenden. Diese Bedingung ist von grosser Wichtigkeit und es könnte, 
wenn sie tibersehen wird , leicht ein ganz falsches Resultat zum Vorschein 
kommen. * (Vergl. §. 43.) Die Fundamentalgleichung (12) rechtfertigt 
auch die Bezeichnung des bestimmten Integrals, da es nichts Anderes ist, 
als die Differenz zweier Werthe des unbestimmten. 

III. Dass übrigens z. B. 

y* b f(x)8x= y* b f(*)e z = y^ b f(n)8u, 

ist wohl von selbst klar, da wenn J F(x) 8 x = F(x), auch J f(z) 8z = F(z), 
yf(u)8u = F(u), also 

f ' f (x) 8 x = F (b) - F (a)^ ' f (i) 8 z = F (b) - F (*).J** f (u) 8 u = F (b) - F (a) . 

Wie man also die „Integration- Veränderliche" auch bezeichnen mag, 
ist ganz gleichgiltig. Wir können nun mittelst des Vorstehenden sogleich 
einige wichtige Sätze über die bestimmten Integrale nachweisen. 

* Nach §. 10 ist F(x) stetig, so lange f(x) endlich, d h. also, nach unserer Voraus- 
setzung, innerhalb der Integrationsgraden. Die hier angegebene Bedingung ist somit im 
Allgemeinen überflüssig. Für den Fall, den vir spater bebandeln, und ähnliche mag sie jedoch 
zu genauer Aufmerksamkeit auffordern. Ohne dieselbe darf man (a) nicht zulassen. 
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§.42. 

Allgemeine Sätze über bestimmte Integrale. 

I. Es ist immer 

/\(x)8x=-/\(x)8x. 
f(x) 9x = F(x), so ist 

y^f(x)8x = F(b)-F(a).y^f(x)8x = F(a)-F(b), 

woraus der Satz folgt. 

II. Sind c, e, m, n beliebige Grössen, so ist 

y' b f(x)8x= Pf(z)dx-hP ((x)dx+ P f(x)8x+/ n f(x)8x-t-A(x)8x. 
» J » Je J • J m J o 

Beachtet man , dass 

y\<x)8x = F(c)-F(a), P f (x) 8x = F(e) - F(c) , . . . . , P f(x) 8x = F(b) - F(n) , 

so wird der Satz gaDZ von selbst folgen. Dabei ist nur vorausgesetzt, dass 
f(x) innerhalb aller Integrationsgränzen endlich sey, da sonst von einem be- 
stimmten Integral keine Rede seyo kann. Man heisst den in obiger Formel 
ausgesprochenen Satz den von der Einschiebung der Gränzen. So 
also wäre 

y^f(x)8x=y^^(x)8x+^(x)8x=y^f(x)8x+y^f(x)8x-+-y^f(x)8x, u. s. w. 

III. Ist C eine Konstante, so ist 

y\f(x)8x = Cy\(x)8x. 

Denn \stff(x) 3 x = F (x) , so ist (§. 26, IV) fc f (x) d x = C F (x). Dem- 
nach 

^Cf (x) 8x = CF (b) — CF(a), cJ^t(x)Qx = C [F (b) — F(a)], 
woraus der Satz folgt. Eben so ist 

y\y±*±..)8x = y\8x± j x8x + 

Umformung bestimmter Integrale. 

IV. Da wenn x als Funktion von z angesehen wird, man hat (§. 28): 

/ (( x)ex =/,<■> ^8*. 

8 x 

wo f(x)r^ zuerst in z auszudrücken ist, so ist auch 

0 z 

Dionfcr, Difförontial- n. Intefral-Roohnunj. 2. Aull. U 
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worin « und ß die Werthe von z sind , welche den Werthen a und b von x 
zugehören. Denn ist 



j f (x) 8 x = F (x) , ß (x) ~ 8 z = 9 (z) , 



so müssen die Grössen F(x), y(z) so beschaffen seyn, dass wenn man in 
ersterer x durch seinen Werth in z ersetzt, dieselbe in die zweite übergeht; 
uqd umgekehrt, wenn man in <p (z) die Grösse z durch ihren Werth in x 
ausdrückt, so muss q> (z) in F(x) sich verwandeln. Ist also z = cr, wenn 
x = a, so sind F(a), <p(a) nothwendig gleich; eben so wenn z=ß fürx = b, 
istF(b) = 9>(/?). Da endlich 

J^t (x) 8x = F (b) - F (a),^ f (x) ^ 8 z = 9 (ß) - 9 («) . 
so ergibt sich der behauptete Satz. 

So ist (§. 28, I), wenn z = ^ : 

/ 8x _ 1 ' f 6z 
h^g'x* - gh/ 14-z' ' 

also da für x = 0 auch z = 0 , für x = h aber z = g : 

y* 1 '__Ox_ _ J_ A 6g 
0 h»4-g s x z _ gh/„ 1 4-i» * 

was sich auch sofort als richtig erweist, wenn man beachtet, daas 

/• 8x 1 / gx"\ 1 p 8 z 1 

/ , 5— r = ~r 1 = T" I ♦ ■ / ~ i — — .- arc (ta = z). 

./ h^g'x» gh V hj* ghj 14-z j gh vy 7 

Was die Werthe von a und anbelangt, so werden sie im Allgemeinen 
durch Auflösung einer Gleichung erhalten. Ist nämlich (x, z) == 0 die 
Gleichung, welche den Zusammenhang zwischen x und z ausdrückt, so folgt 
aus der Gleichung tp (a, z) = 0 der Werth « von z, und aus i/>(b, z) = 0 
der Werth ß von z. Dabei kann es sich ereignen, dass eine solche 
Gleichung mehrere Wurz'eln zulässt, und man also in Zweifel kommen kann, 
welchen der Werthe man zu nehmen hat. Im Allgemeinen lässt sich hier- 
über Nichts aussagen, und man wird also im speziellen Falle durch demselben 
angemessene Betrachtungen sich entscheiden müssen, desshalb auch mög- 
lichst vermeiden, in solche Lage zu kommen. 

Es kann aber noch eine zweite Schwierigkeit auftauchen. Man hat 

nämlich in f(x) — die Grösse x durch ihren Werth in z zu ersetzen, wozu 

0 z ' 

im Allgemeinen ebenfalls die Auflösung einer Gleichung nothwendig ist. 
Wenn nun diese Gleichung mehrere Wurzeln zulässt, so entsteht die Frage, 
welche derselben man zu wählen habe. Auch hier muss der spezielle Fall 
entscheiden. Es lässt sich darüber nur Folgendes im Allgemeinen sagen. 
Gesetzt für x = a sey z = a und für x = b sey z — ß, welche Werthe un- 
zweideutig seyen und sey z==<p(x) die Gleichung, welche den Zusammenhang 
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zwischen x and z ausdrückt. Gesetzt nun, <p(x) wachse beständig oder 
nehme beständig ab von x = a bis x = b [y' (x) habe dasselbe Zeichen 
innerhalb dieser Grunzen], so muss dasselbe auch mit z der Fall seyn, und 
es kann daher auch nur ein Werth von x aus der Gleichung folgen, indem 
sonst zu zwei verschiedenen Werthon von x derselbe Werth von z, oder zu 
zwei verschiedenen Werthen von z derselbe Werth von x gehören müsste, 
was unmöglich ist. Hat aber tf (x) zwischen x = a und x ^ b Maxima oder 
Minima, so verhält sich die Sache freilich anders. Gesetzt es komme ein 
solcher Werth zwischen a und b vor für x = c , so wird von x — a bis x — c 
der eine der Werthe in z, für x = c bis x — b der andere gelten, d. h. wenn 
für x — c : z — y, so wird man von z = a bis z = y den einen Werth von x 
in z, von z — y bis z = ß den andern setzen. "Welchen, wird man in jedem 
Falle leicht entscheiden. 

Man wird sich das hier Gesagte am Be- 
quemsten an einer Kurve zur Anschauung bringen t 
(Fig. 15). Sey Ox Axe der x, Oz der z, ferner 
z — w (x) die Gleichung der Kurve, Oa die 
Abszisse, die der unteren Gränze des Integrals 
(x = a) zugehört. Gellt nun die obere Gränze t 
des Integrals nicht über Ob hinaus, so wird zu 
jedem Werthe von x auch ein einziger reeller Wcrtli von z gehören und um- 
gekehrt, so dass für x aus z = (p(x) auch nur ein einziger reeller Werth 
(innerhalb der betreffenden Grunzen) folgen kann. Liegt dagegen die obere 

Gränze des Integrals J f(x)<3.\ zwischen Ob und Oc, so werden zu dem- 
selben Werthe von z mehrfach zwei verschiedene Werthe von x gehören, so 
dass jetzt nothwendig aus c/(x) — z zwei, aber auch nur zwei reelle Werthe 
von x in z folgen müssen; davon wird der eine von x— Oa bis x = O b, 
der andere von x = Ob an gelten, d. h. von z — a A bi- z — bB der eine, 
von z=bB an der andere. Liegt die obere Gränze des Integrals zwischen 
Oc und Od, so werden zu demselben z drei verschiedene Werthe von x 
gehören können, so dass also jetzt auch drei Werthe von x in z folgen müssen. 
Der eine gilt von x = Oa bis x = Ob, d. h. von z-aA bis z — bB. der andere 
von x = Ob bisx = Oc, d. h. von z = 1»B bis z-cC, der dritte gilt von hier 
an. Wie man diese Betrachtung weiter verfolgen kann, ist leicht einzusehen. 
(Vergl. §. 44.) * 

so ist auch 

worin durch (yz),, b der Werth von yz für x — b u. s. w. angedeutet wird. 

11 * 
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Integrale mit unendlichen Grftnxen. 

VI. Die Grössen 

f(x)8x, / f(x)8x, / f(x)8x 

1^ 1 

sind die Werthe yon J % ^ f(x)3*>^ ^ ((x)dx t J* 6 '^i(x)dx > wenn man 

e T 

darin e und e' unendlich klein werden lässt. Sind letztere Grössen noch end- 
lich und bestimmt, so sind es auch die ersten. Man wird also, wenn anend- 
lich grosse Integrationsgränzen vorkommen, damit zunächst rechnen, wie mit 
endlichen Gränzen und sehen, ob das Ergebnis» ein endliches ist oder nicht. 
Ist es endlich, so wird man es als richtig ansehen müssen; ist es unendlich, 
so kann man das bestimmte Integral in der Rechnung nicht weiter zulassen. 
Dabei ist natürlich immer vorausgesetzt, dass f(x) innerhalb der Inte- 
grationsgränzen endlich sey. 

So ist yL-*«t'x = — -^e- ai (§.28); istnuna>0, so ist für x=00 :e -" = 0, 
und für x = 0 : e - *" = 1 , so dass also 



Nach den obigen Vorschriften wäre 

» _ » 

~ * ■ 1 

und da Gr e 6 = 0 (wegen Gr — = 0), so erhält man dasselbe. 

e~^ 

Ferner Je—'sinx 8x = — * V (anwxj - «>»») ^ s ^ UQd da för a> 0 

jedenfalls o - ' 1 zu Null wird mit *= H- OO, an'nx -hcosx aber für alle x endlich 
bleibt, ferner für x = 0 : e - " (&sinx ■+■ cotx) = 1, so ist 



e - ' , *t»x8x = 



VII. Ist in dem Integrale /^f (x) dx die Funktion f (x) so beschaffen, dass 

sie von x = a bis x = \ (a -I- b) dieselben Werthe hat, wie von x = J(a+b) 
biszux = b, gleichgiltig, in welcher Ordnung diese Werthe auf einander 
fojgen, so ist (Nr. II): 

f(x)dx=/ f(x)8x-f-/ f(x)8x. 
■ J » J 

, A b-a i(a + b)-» b~i(a-(-b) 
und wenn z/x = -= — — — = — - : 

& tn m m 
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i 

fjW* = ÖV Jx[f (a) + f (a +- Jx) + . . . H- f Q±± - Ji) ] , 



mithin , da die Summen f (a) 4- . . . 4- f [« (a -4- b) — z/x] , f[$(a 4- b)] 4- 
4- f(b — Aj) einander gleich: 



r (*)8x, 

i+b) 

also 

►!<»+b) 



f(x)8* = / f( 3 



Wären dagegen von x = a bis x = |(a + b) die Werthe von f (x) zwar 
gleich denen von x = |(a + b) bis x = b, jedoch immer mit entgegengesetz- 
tem Zeichen, so wäre offenbar 

f(x)8x = -/ f(x)8x. / f(x)8x = 0. 

• J l(»-M>) J » 

Wie man ähnliche Sätze aufstellen kann, ist so leicht zu übersehen 
dass wir uns dabei nicht weiter aufhalten wollen. 

VIII. Gesetzt endlich man solle y 9x bestimmen und es sey y=f(x) 

von x = a bis x = c; y = F (x) von x = c bis x = b , wo c zwischen a und b 
liegt : so hat man 

/*b /»e /»b /*b /*b 

y8x= / y 8x4- / y8x = / f(x)8x4- / F(x)8x. 

Wie man in anderen ähnlichen Fällen sich zu helfen habe, folgt hieraus 
unmittelbar. 

Wir haben immer auf die wesentliche Bedingung aufmerksam gemacht, dass iu 
J f (x) 8 x die Grösse f (x) e n d 1 i ch seyn müsse innerhalb der Gränzen der Integration. Diese 

Bedingung ist auch ganz unerl&sslich. Nichts desto weniger kann es sich ereignen , dass wir 
bestimmte Integrale betrachten werden, für die f (x) an den Gränzen, d. h. für x~a oder x=b 
unendlich ist Kann man nachweisen, dass man nach den allgemeiuen Methoden für solche 
Integrale endliche Werthe erhält, so muss man dieselben gelten lassen, da die Gleichung (12) 
nur wesentlich voraussetzt, dass f(x) innerhalb der Integrationsgränzen endlich sey. Doch 
gehört immer gehörige Vorsicht bei der Anwendung solcher Integrale dazu , um nicht in Irr- 
thümer zu verfallen. 

Bezeichnung. 

IX. In Bezug auf die Bezeichnung gilt das in §. 28 bereits Gesagte. 

/»b /»b 
f(x, y)dxund / f(x,y) dx wesentlich gegenüber. 

So ist, wenn y = «'nx; 
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y'i ft f x s ft e ■ ft* n l tinx 

j**xydx = ß % x *üix dx, J\tin±d\ = — x co«x -I- #mx, j/^* x y <ix = 1 . 

Die Grössen J*J xsinxdx, J*Jx$inxdx können übrigens nur Das- 
selbe bedeuten. Eben *oJ^i'(y : z) 8 x und /.) dx, wenn y, z Funk- 
tionen von x sind. Die Grössen / i'(y,z)8z, / f(y, z)dz, worin y als 

Funktion von z angesehen ist, haben natürlich verschiedene Bedeutung, indem 
in ersterer y als konstant, in der zweiten aber als veränderlich behandelt wird. 



§• 43. 
Vorläufige Bemerkung. 

Ehe wir zu Beispielen übergeben, wollen wir nochmals auf die schon in §. 41, II gemachte 
Bemerkung hinweisen, dass nämlich die Formel (12) ganz notbwendig voraussetzt , nicht nur 
das« f (x) endlich sey von x = a bis x = b, sondern auch dass F (x) innerhalb derselben 
Gräuzen stetig verlaufe, d. h. dass wenn man x von a bis b sich stetig verlaufend denkt, auch 
die auf cinauder folgenden Werthe vx>n F (x) in derselben Lage sind. Im Allgemeinen wird 
diess auch der Fall bei F (x) seyn (§. 26), doch können Falle eintreten, die als zweifelhaft er- 
scheinen. Betrachten wir z. B. die Grösse are Qg = ^ A ~ - J und lassen x von — a bis -+- a 

TT TT 

gehen, wobei wir immer are (lg — z) zwischen ~ nnd ■+- — wählen , so wird für x = — a, 

2 2 

Va* — x* = 0, also arc (jg = — — ^ — 0; eben so für x — a wird arc^tg- ^ * & * ^ 

(Vä*— ■ ~x^\ 
lg — \ verläuft nicht stetig von 0 zu 0. Denn lässt 

(Ya." xK 
lg = J allerdings stetig verlaufen von 0 

bis — ; von x = 0 bis x = -f- a aber wird iie nicht von — — nach 0 zurückkehren, da jetzt 



positiv ist, vielmehr wird sie für x = 0 von ~ zu -r- ~ überspringen und dann 

x 2 2 

stetig von nach 0 zurückkehren. In solchem Falle muss man das Integral in zwei ab- 

8 C yV-x ! \ J f 8x 

trennen. Da —arc I tg = ) — ■ — T so ist also / = — 

V x J y/i}— x 1 J Ya l — x 1 

(Ydk 1 x ,N v /*"*"■ 8x 

tg = J und wenn man setzen wollte / -- = — arc (lg=Q)+ are (tg=Q) 

x ' J — * Va 1 — x 1 



— 0 , so würde man einen wesentlichen Irrthum begehen. Man hat jetzt : 
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— are (($= 0) -f- are (tg = QO) = « , 
wie auch schon daraus folgt , dass (§. 42, VII) 

/-.'vfe = 2 AÄ = " 2a " ( * = °> + 8 = * 

Uebrigens ist auch / — . ^ * — = are T^in = — \ voraus, da von x = — abis x = 4- a, 

*/ V* 1 — x * ^ a ^ 

(x \ ff w /* + * 8 x 

«n = — I stetig von — — zu -+- — verlauft, folgt/ ■ -■ — - = are (#»'» = 1) — 
'/ z & J _ » y a * — x » 

are («n= — 1) = «. Man kann Überdies« noch bemerken, das« wir in §. 13, V in Wahrheit 
nicht gezwungen waren. ar^ = x) zwischen - und 4- \ anzunehmen, indem immerhin 

cos' y = seyn wird ; wohl aber wAre nicht cot y = ■+- V^l — *»'»* y . wenn man nicht 

l -x-tg y 



arc («tn = x) «wischen — und -f- nähme. ( Vergl. §. 1 67, IV). 

Beispiele der Ermittlung unbestimmter Integrale. 
x m 8x = soi8t(dabeim4-l>0,x" +l = 0, fürx = 0) 

/ x m 8x=— ^7, m-f-l>0. 

Da ferner (§. 28) j a rqp x l = ~ «« (ty = "f") • und bei a > 0 für x = ar>noth- 
wendig arc [tg=- = y . für x = ü aber arc \tg = = 0 , so ist 

y** 8x rt A 8x _ * 
o a»-hx l ~2a* y „ a' + x^a' a ^ ü - 

Eben so (da e~* f Null für x = QO, wenn a> 0): 

it 

8« = T . a>0 ; y o ««ax8x = — ^— . y o «,,'xSx^. 

II. Nach §. 34 ist 

y*. „ «n* n - t xco«x , 2n— 1 f. . . 

demnach da für x = y, co5X = 0, für x = 0 :«n ,n -'x = 0, nach §.42,V: 

ff ff 

/' , «««»xöx-^~/\»«'"-«x8x. 
y o 2n y o 

Eben so 

ff irr ff »r 

y , «'n ,n+, x8x = ^-^-T / '»in*—' x8x. / * <v>«* n x 8x = — - / I co« ,n - , x5 x, 
o 2n-f- I/o . ./ o 2n J o 
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n n 



n n 

Diesen Reduktionsformeln gemäss ist, da j** 8x = , ^%wxöx=l, 



TT 

cos x 8 X I : 



j^tin * "+ 1 x 8 x =JJco* x 8 x = ■ 



2n(2n — 2). ..2 



(2n-M)(2n-«) t ..3 ' 

III. Setzt man in §. 35, IV — a für a , so ist 

y.« , B e - ' , «'n n-l x(a*mx-|-nco*x) n(n — 1) f 

Dafürx = oO:e~* , = 0, wenn a>0, und sowohl (aw'nx + ncMx)«»"" 1 ! als 
(n«'«x — a <?o#x) eo8 n ~ l x für x = oc nicht q© sind ; da ferner für x = 0 : x = 0, 

n 

wenn n> 1, und für x = ■ coa*~ 1 x = 0, wenn n> 1, so folgt hieraus (§.42, VI): 

■ 

y*e-»'«n»x6x= n £ : - ^ r >-"*tn-«i8i, 

// _n /•* n>1 ' a>0 * 

e-"<rog"x8x = °; D / / e— » cos"-* x 8 x . 

T T 

Unterscheidet man ein gerades und ungerades n, und beachtet, dass (§. 35): 

an 

y**> | r<*> i /v <x _ 2 

o a ,/ o a l 4-l J a 



n 

— e * 

**cosx?x = 



l+a ! ' 
so ist 

y ,ar . , " 2in(2m — 1)...2, I 1 
«— »« »in'» 1 T fi t — : 7 
■■ Ia t + (2n») l ][a l +(2m-2) 1 ] ...[a J +2T a ' 

y*"-., • tmu (2m+l)2m..,3.2 1 
o C " n XdX ~[a' + (2m + in[a I + (2m-l)'j...[a' + 3la^Tl 

a?r 

r°- 



TT 



fa J +(2m) ! jra*~h(2in-2)*j....fa l -f-2 l ] * a ' 
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an 

Te— co ,«— ,8,= <2m + l)(2a,)...a.2 e"^ . 



•2 



Ganz eben so aus §.35, III: 
IV. Soll das Integral 

/*«_»*_ 
./o a -I- b cot x 

ermittelt werden wenn a und b positiv sind, so hat man sich zunächst an die Formeln 
in §.36 HI zu halten. Da a + b«wx jetzt nicht 0 werden kann, von x = 0 bis 

x = ^-, fo ist das bestimmte Integral zulässig. Seyalsoa>0, b>0, so ist 



w_.. ^ y __ yE _^ 



, b>a, 



-tgj, b = a. 
Demnach, da tyy stetig verläuft von x = 0 bis x = ~ : 

K 

V^F — (* = VirÖ' a>b>0: 

TT 

y* t__8x_ _ 1 t S Vb + &+ \A.-a \ 1 
o ft+beoix"^!.^ VVb + a — Vb — a/ Vb 1 — a* 



-yp^^v^-vrrJ-Vb^'l — vs — r b>a>0 ' 

—r = — ,_a = b>0. 

o a -+- b cot x a 

V. Es ist, wie man aus §. 27 leicht findet: 

Istnunn>0, so ist für x = 0; x n e~*=0, und für x = QO : x n e~ 1 = 0, wie 
sich aus §. 22, V ergibt. Demnach 
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yx»e- , 8x = n/* x—'e—öx, 
o Ja 

woraus, da^e^öx = 1 : 

J e- 1 x"8x = n(n— l)(n — 2)...l, n>0. 

So folgt aus §. 27, IV auch : 

/><*)8x = -^.n + l>0( S .22>. 

VI. Es ist (§.42, VII): 

it n 
y^«Hx8x = 2 y^*«»nx8x, J\otxZx = 0, ^ *in»x 8x= 2^' «n»x 8x . 

- 8 - = 2 P —*±— , /*' Ä 4 rin t »x8x = 4/* , «V-x8x. f'lin^xQz = 0, 

* co»» x 8 x = 2 y ^ cot" x 8 x , (x* n ) 8 x = 2^'f (x» ») 8 x , *(A xM-B x 6 ) 8 x=0. 



7t 



VII. Man soll 



/ 8x 
■»(r , -x , )fa' , -"x i ' 



worin r>a>0 ist, ermitteln. Man setze x = acoaqp, was immer gestattet ist, 
da x<a, so ist (§.36): 

j}x _ r — a«f»g>8y / * 8g> 

(r l - x*)V a J - x s y (r* - a' «o*'~») Va'-a 1 Co**«. ~~ 7 r'-a'co« 1 *. 

(weil V^a* — a' cos* <f = V*> 1 sin 1 <f> = a.sinq>, indem sin (jp nur positiv ist) 



= -rryC+. , M ., + r-. l c < ..,) 8, * = -2 L rv^r'[ <,rc (*=»f V hnD 

+ «« (« y = « ■; v^)] = - r -^=r. « 0 = » f VIS) 

Für x = — a ergibt sich aus x = a cos qp : cos <jp = — I , qp = tt für x = ■+- a 
aber «o« g= 1 , o; = 0. Da ferner tg y von g> = rr bis qp = 0 ganz stetig (von 

OC zu 0) verlauft , überdies» für <jp = n : arc (jg = tg y ^7^) = a ™ (ty= y 
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\/hra) = arc ^= 2C ) — und ebenso dann arc (fif — *9 *2 Vr?f ) = \ ' 



to ist endlich 



r* m e». eg> 1 r * _ _«-| 



; r>a>0. 



§. 44. 

Ermittlung eitriger allgemeineren Integrale. 
I. Sey f (ax ■+• ^) exne Funktion von a x -f- y, die man also erhält, 
wenn man in f(z) für z setzt ax 4- y, und sey das Integral 

JX" + T> 

vorgelegt, von dem wir annehmen wollen, dass es zulässig sey, d. h. dass 
f (ax -f- endlich sey von x — 0 bis x — oo. Man setze 

b z , 1 ,/-; — — 8x 1 z 



ax 

x 



2a-2a' * ' 8. 2a- 2 aW»=4aV 

so ist (§.28): 

und es frägt sich nun, welches der zwei Zeichen im bestimmten Integral zu- 
zulassen ist (§.42, IV). Setzen wir a und b positiv voraus, so ist ax -h — 
unendlich für x = 0 und x =3 QO, aber immer positiv innerhalb dieser Grän- 
zen; diese Grösse erreicht ihren kleinsten Werth für a — ~ = 0 (§.24), 

d.h. x='y/ r .L; von x = 0 bis x = ^/y nimmt also a x + — y mithin 

auch z , fortwährend ab (von oo bis a -1- b ^/^- = 2 \fa~b) ; von 

x = y r ^ b "is x = QC nimmt dagegen axH-y (also auch z) fortwährend zu 
und zwar von 2yTb bis ao. Demnach muss z gehen: erstens abnehmend 
von z = oo bis z = 2y r äb (x von Null bis Vy)» zweitens zunehmend von 

7. — 2 y^ab bis z = QC (x von Y~ bis oo) . 

Soll aber für z = oo die Grösse x = 0 seyn , so ist diess nur möglich, 
wenn das untere Zeichen gilt, da ^4-^ 4ab für z = 00 nicht 0 ist; 
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soll für z = oo die Grösse x = oo seyn, so inuss das obere Zeichen gelten. 
Demnach : 

von x = bis x = QO, d. h. von z = 2 VTb bis z = QO gilt das obere Zeichen , 

und man sieht leicht, dass dann wirklich allen Bedingungen Genüge ge- 
schieht. Somit ist 

/"(-t)-=/'(-I)»-/*X-I)- 

d. h. gemäss §.42, 1: 

y o V %J *Jtyr>V* s — *ab 
Letzteres Integral lässt sich nochmals umformen. Setzt man nämlich 
z' — 4 ab = u s , = u, V* 1 — 4a"b = u, so sind die Gränzen nach u : 0 
und oo, so dass 

rtn 

II. Sey das Integral / o f(a mx + b«nx) 8 x umzuformen, wobei a und 
b positiv sind. 

Setzt man &cosx -h bw'nx = z, so wird, wenn ~ = tgQ % z ein Maximum 
erreichen für x = q (< und alsdann = Vä* + b* seyn, während für 

x — n + Q das Minimum von z = — y a *-+-b l ist. Sey also Va^Tb* = k, 
so ist 

t stetig von x = 0 bis x = q , und bat die Grttnzwerthe a und k , 

z stetig von x = q bis x = ti -f- q , nnd hat die Grftnzwertbe k nnd — k , 

/. stetig von x = n -+- q bis x = 2 it , nnd hat die Grftnzwerthe — k nnd a. 

Ferner ist z = aco« + b«nx = a[co«x + ^«»z]===^^, cos(q-x) 



_zco* e 8x_ i _i = _c££e_ _ g0 , e 

a '8z bfo«-a«nx attfpcosx — w»x] a#m( P -x) * / T 



COS (J 

17 v.» » ' IIier 8 lIt das obere Zeichen von x = 0 bis x = o, und 

V 3. — 7. cos p * 
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x = rr + e bis x = 2w, da dann «n(^ — x)>0; von x = q bis x=7rH-^ 
gilt das untere Zeichen. Man hat also 

y^f(aeo#x-+-b«nx)8x =y^f(aco«x-hb«nx)8x-Hy f(aeo#x + b*tnx)8x 

y»t« 
f(aeoii + b«nx)8x 

/ k f(i)tfo«g8a _ /*- >_ f(z) cot q dt t /** f(z)<ro«(>8z 

J _k V» 1 - z'eo»*^ y -k V& ! — z* co«'p y _ k V a' — z*co**j 
Da z co«(> < a^weilcoffß = y), so seyzcos()=&8in(p, also ^ = ~^ 

= kco#g;, so sind die Gräozen von y> : — — und -f- -|-> ° n d daz = k *2ng>, 
so ist endlich 

rt 

yf(aco»H-b«nx)8x = 2/ *f(k«n*)8p, k^a'H-b*. 
0 J _n 

» 

« 

III. Ist das Integral^* f(«n 2 x)c<wx 8 x vorgelegt, so hat man (§.42, II): 
« rt « 

J % *f(tin2i)cotxbx=J t< {(tin2x)cotxdx+ j '* f(w»2x) cotxQx. ^ 



Da aber «n 2 x von x = bis x = g- ganz dieselben Werthe hat, wie »in 2 x 
von x = bis 0, und des sgieichen <ro*x Ton x = -^-bis -g- dieselben Werthe wie 



«nxTonx = j bis 0, so ist 



Ä rt 



j** t(tin2x)co»\hx=j % * t(rin2x) tin x 8 x , 



was man auch findet, wenn man x = y — z setzt. 

rt w « 

J** i(tin2x)cotxbx=J % *f («n2x) (co«xH-«nx)8x= j* * t(tin2x)\ X + »in2x%x . 

Man setze nun «n2x = co* , z, was man darf, da «m2x immer positiv ist von 
0 bis ^- für x , so ist 



0 X 



8x »im cot z 
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Quadratur ebener Kurven. 



Die Grösse coa2x ist positiv von x = 0 bis x = — , also ist 
8x sin z cos t sin z cos % sin z cos z 



CflSZ 



8 *~ Vl~'*n*2x' Vl-cot'z' Vl-cos l zVl + cos'i 
und mithin 

n n 

y*t t(cos l z) V 1 + cos* z cos ztz rT 
f(*t»»2x)eo«x8x = — / — • ' — ■— = / {(cos*z)coszbz, 
o J n yi + cos l z J o 



so das* 



^* * f (*»'n2 x) <ro*x 8 x = ^* * f (co# l x) cosx 8 x . 



Achter Abschnitt. 

Anwendung der bestimmten Integrale auf Berechnung von 
Flächen- und Körper-Inhalten, so wie von Bogenlängen. 

§•45. 
Quadratur ebener Kurven. 

I. Stellen wir uns zunächst die Aufgabe, das Flächenstück zu berechnen, 
das (Fig. 16) zwischen den beiden Ordinate« MN, M'N', die zu den Abszissen 



Fig. 16. 





Y 


\A 




— — $ 




A 







OM = a, OM'=b gehören, dem Abszisseu- 
Axenstück MM' (= b — a) und der Kurve KN' 
liege, so ist, wenn OP — x, die Fläche MPQN = 

u, nach §. 20, II: Gr ^ = — = y, wo y die (po- 
sitive) Ordinate ist, welche das Flächenstück 
PQQ'P' in seinem Anfang begränzt, diesen An- 
fang nach der Richtung wachsender x gezählt (so 



FF' M' 

dass z/x>0 ist). 

Denken wir uns nun, man theile MM' in n gleiche Theile, jeden gleich 
zfx, und errichte in den Theilpunkten die Ordinaten, so wird dadurch das zu 
berechnende Flächenstück in n Theile zerfallen, welche von der Art des 
Stücks PQQ'P' sind, und zusammen die ganze Fläche MKK'M' ausmachen, 
welcher Satz richtig ist, wie klein auch z/x (d. h. wie gross n) ist. 

Sind z/u, , Jvl 2 , . . . , Ju„ die einzelnen Fläcfienstücke, so ist also, wenn 
f die gesuchte Fläche bezeichnet : 

f — Z/u 4 -+- An t -\- -f- Ju B . 
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Aber da ^ = y» so ist (§. 15, I) Ju = yJx + «^x, wo Ora = 0; 
demnach anch 

Av t = y t Ax-\-a v Ax, A» l = y i Ax-ha t Ax, Au n — Jn Ax-ha A Ax, 

woy t , y, , y 3 , . . . , y» die in M, dem l un , 2 Un , . . . , n — l Un Theilpunkte 
errichteten Ordinaten bedeuten, und für alle et obige Bemerkung gilt. 
Daraus folgt 

f = (y t -I- y, -+- . . . 4- y a ) Ax + (a t a t ~h . . . -f- o n ) Ax . 
(n +y, -r-.... + y n )^x = f— (a t -ha,-+- . . 4-a„) Ax, 

und da diess für alle Jx wahr ist, auch: 

Or(j l +y t + ... + y m )A* = (—Gr(tt t +a t + .. + a a ) Ax, (a) 

wo Or sich auf abnehmende Jx (also wachsende n) bezieht, und beachtet ist, * 
dass f von Jx ganz unabhängig ist. 

Nun ist y eine Funktion von x, wie die Gleichung der Kurve AB sie 
liefert; y, , y 2 , y„ sind die Werthe derselben für x = a, a + Jx, 

a + 2Jx, . . . , b — Jx. Demnach ist (§.39) 

Or[j t +j t + j t +..-hrn]*Ax = f y8x. 

Weiter ist nach §. 7, IV (und wie §. 41, I): 

Gr(a t H-a, + . . . -f- ß n ) Ax = 0, 



sodass die Gleichung (a) gibt j y3x = f, d.h. 



(b) 



Diese Formel setzt aber wesentlich voraus , dass die Fläche innerhalb der 

8 o 

betrachteten Gränzen immer wachse mit wachsendem x, da sonst — = — y 

öx 

seyn wurde; oder, wenn man sich etwas anders ausdrücken will, dass bei 
bloss positiven y, wie wir vorausgesetzt, b — a>0sey, und der Kurven- 
bogen RN' von x = a bis x = b k,eiue Zurückbiegung habe (also nicht etwa 
verlaufe wie Fig. 3 in §. 20). 

8u / b 
Man ersieht hieraus, dass, weil — = y war, folgen musste f = / y 8 x, so dass über- 

o x J • 

Av 

baupt, wenn Or ^ = z un ^ T e ' ne geometrische Grösse, die von x = a bis x = b sich 

erstreckt, ganz nothwendig diese ganze Grösse^ s8x seyn wird. 

In der Sprache unendlich kleiner Grössen hatte man sagen können , das unendlich kleine 
Element der zu berechnenden Flache sey y dx , und da die Summe aller dieser Elemente die 

fragliche Flache ausmache, so sey also J*ydx(d.h. eben diese Summe) der Inhalt derselben. 
Endlich Hesse sieb das Gesagte auch in folgender Weise darstellen. Es ist ganz gewiss 

f=y^8u (§.41, 1) 
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Demnach, wenn man Btatt n die neue Veränderliche z einfuhrt and beachtet, dass wenn a = f 
(▼o u nothwendig ein Stück MPQN*ist) , d. h. wenn man statt MPQN die ganze Flache MM' 
x=b ut, und wenn u =0: x = a, so ist (§. 42, IV): 



f=y^8x=y^ex. (§.20,11). 




II. Will man das Flächenstück zwischen MM', NN' 
(Fig. 17) und den zwei Kurven MN, M'N', berechnen, 
so beachte man, dass, wenn a und b die Abszissen von 
A und B sind: 

ABM'N'=/^y8x l ABMN=/\8x, 

wo y und y t , als Funktionen von x, die Ordinaten der 
Kurven M'N', MN sind. Also ist 

MNN'M' = Py 8 x — / y t 8 x = /(y - y t ) 8 x . (c) 

Die Formel (b) setzt voraus, dass die begränzende Kurve die Abszissen- 
axe innerhalb der betrachteten Ausdehnung nicht durchschneide , da dann 
ohnehin die ursprüngliche Aufgabe nicht mehr gestellt werden könnte , wie 
z. B. in Fig. 7 (§. 24) man nicbt*fragen kann, welche Fläche zwischen C c und 
Gg liege. Ferner haben wir die Ordinaten nur auf der positiven Seite der y 
angenommen; läge in Fig. 16 NN' auf der negativen Seite der y, so würde 
man, da f immer nur positiv ist, — y statt y in Rechnung -stellen. Würde 
in Fig. 17 die Kurve MN auf der Seite der negativen y liegen, so würde den- 
noch die Formel (c) gelten, da dann zwar AMNB = J* (— yJBxwäre, aber 

zu ABN'M' addirt werden müsste. In diesem Falle kann also ganz wohl 
MN die Abszissenaxe durchschneiden ; die beiden Kurven selbst aber dürfen 
sich nicht durchschneiden, oder aber wenn diess geschieht, so muss dann die 
Formel (c) nicht über den Durchschnittspunkt hinaus erstreckt werden. Jen- 
seits desselben wäre es nämlich wohl möglich, dass y t — y an die Stelle von 
y— y t zu treten hätte, wenn dann die zweite Kurve über die erste zu 
stehen kommt. 

Fig. 18. HI* Stellt man sich endlich die Aufgabe, die 

Fläche des Ausschnitts BOC (Fig. 18) zu berechnen, 
wenn die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten ge- 

8n 




geben ist, so ist (§.20, IV) für BOM = u; \ 

wenn a> den Winkel MOA , r den Fahrstrahl OM be- 
° Ä\ deutet, der eine Funktion von a> ist. Sind also « 2 

die Werthe von BOA, COA, so folgt hieraus wie in I: 

BOC = i/ < r ,, 8o>, 

wobei vorausgesetzt ist , dass mit wachsender Fläche auch w stetig wachse, 
so dass also Zurückbiegungen der Kurve innerhalb des betrachteten 



Digitized by Google 



Beispiele. 



177 



Ausschnitts nicht vorkommen dürfen. (D. b. also, wenn man auf der Kurve 
von B bis C fortgeht, muss cd immer wachsen; im andern Falle würde man 
die Aufgabe in mehrere einzelne trennen). 

Wir wollen nun an einer Reihe von Beispielen die gegebenen Formeln 
anwenden, woraus sich zugleich auch ergeben wird, wie man sich in zu- 
sammengesetzteren Fällen zu helfen hat. 



Fi?. 19. 



§. 46. 
Beispiele su $. 45. 

I. Man soll die Fläche des Dreiecks ABC (Fig. 19) be- 
rechnen. 

Sey AB = c, CD (Höhe) = h, AD=a, alsoDB=c— a; 
man wähle AB als Abszissenaxe , A als Anfangspunkt, so 
sind die Koordinaten von A : 0, 0 ; von B: c, 0; von C: a, h. 

h * 
Also ist die Gleichung der Geraden AC: y = — x, der BC: 

y = ; (x — c) , mithin : 

f* h ha /*• h 

Dreieck ADC = / — x8x = — ; Dreieck BCD = / (x — c)8x = 

J o * 2 Ja a—c 

[^'-<<«-«>] = ^<'-' >Pr s -]-.4;*-^( s fO- 

h (c — a) 




a — c 



; Dreieck ABC = ADC -+- BCD = ~ . 




CD f 



II. Stelle AHB (Fig. 20) eine halbe Ellipse Tor, 
deren grosse Halbaxe CB = a, kleine CH = b, deren 
Gleichung also b' x 2 -+- a 2 y ? = a l b J ist, wenn man den 
Mittelpunkte als Anfangspunkt der Koordinaten wählt; 
man soll das Stück DEGF berechnen, für welches CD 
= Xq, CF = x t , (wo x 0 negativ wäre, wenn DE links 
von CH läge). Man hat hier 

also die fragliche Fläche = 

Was nun das hier vorkommende Integral anbelangt , so gehört es xu den in 
§. 33, I betrachteten. Nach der dortigen Formel (b) ist ^m = 0, r = : 



2 2 
Di.Bf.r, DUtaMtkl- Lt«rnl-ß«di.»r- ».A.n. 



= jj-) (§ 28). 



12 
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mithin 

and die fragliche Fläche also : 

& vp==--+V«(-=^)-i--"(—?)- 

Für die Fläche CHGF ist x„ = 0 , also dieselbe 

Setzt man hier x, = a, so erhält man die Fläche HCB, d. h. den vierten Theil 

ab it 

der elliptischen Fläche. Derselbe ist mithin , so dass die ganze von der Ellipse 

umschlossene Fläche = ab n ist. Ist AH'B ein mit a um C beschriebener Halbkreis, 
so erhält man die Fläche DE'G'F, wenn man in dem Ausdrucke von DEGF b = a 
setzt. Daraus folgt unmittelbar, dass 

DEGF : DE'G'F = b : a . 

Fig. 21. III. Nimmt man (Fig. 21) den einen Brenn- 

punkt der Ellipse S als Pol, SA als Polaraxe, so 
ist, wenn SM — r , ASM = co , e = SC die Ent- 
fernung des Brennpunkts vom Mittelpunkt , die 
Polargleichung der Ellipse: 

b* 

r = , 

a -f- c cot ca 

worin a und b dieselbe Bedeutung haben, wie in Nr. II. 

Ist also der Ausschnitt ASM, für den der Anfangswerth von O) = 0, der End- 
werth (ASM) = ö) t zu berechnen , so ist derselbe (§. 45, HI) : 




1 ffl b * f* 1 



0 ta 



2J o 2Jo (sL-hecota)*' 

Aber nach §. 36: 

(a-Heco*«) 1 a* — e'a-f-eeo*» a l — e'J a 4- e cosa 

_ e tinm 2a f / a— e «\ 

mithin da a l — e 2 = b 2 , die Fläche : 

eb' im», ( , /a — e a>.\ 

Setzt man <o i =n t so erhält man die halbe elliptische Fläche = . 

IV. Sey C (Fig. 22) der Mittelpunkt einer Hyperbel, deren reelle Halbaxc 
CA = a, imaginäre = b, deren Gleichung also b 2 x^ — a 2 y* = a 2 b 2 ist, und sey 
CM = x t , so soll das Flächenstück AMN berechnet werden. 
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Man hat, da AC = a, y = -^- Vx ? — a 2 : 
Nach §. 33, Formel (b) ist aber 

Vx 1 — a J 8x = /fx' — a 1 )' 8x= - -„ — — / 

J 2 2/^._ a i 

- xVx I~ a> - v « [2x + 2 V^x^a»] (§. 32, II). 



Fig. 22. 




2 



-^(x + VV-a 1 )-^). 



welche Grösse für x = a zu — y f (a) — / (2) wird. 
Demnach 

und die fragHche FIM. = Ü^E? - y < i± ^^) 
Ist MN = y,, so ist Vx, — a l = y-*, also ist auch 

mithin da CMN = ~ x, y, , so ist CAN = y < (~ + ^bO ' 

V. Sey AN ein Parabelbogen (Fig. 23), A der Scheitel der 
Parabel, deren Gleichung y J = 2 p x sey, AM = x, , so ist y = 

V2px, also die Fläche 

amn =fyzr* e x = V*ify* » * =f * i* V2F = y x t V2p^T. 

oder wenn MN = y, , V2px t = y t : 

AMK = -§->, y t . 



Fig. 23. 



/ 



Da AMNR = x t y t , so ist AMN = y AMNK, ANR = y AMN, ein schon von 
Archimedes gefundener Satz. 

2 

Wollte man die Fläche MNPQ haben , so wäre sie = APQ — AMN = y x, y 2 

2 

— y x, y, , wenn AP = x, , PQ = y, , AM = x,, MN = y, . Natürlich wäre auch 
unmittelbar : 



MPQN 



; = fy» 



pxex. 



12 » 
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Fig. 24. VI. Sey ANB (Fig. 24) eine Zykloide, deren Glei- 

chungen sind x = r (o) — sin(o), y = r (1 — coew), 
und sey m t der Werth von o>, der dem Punkt N ent- 
spricht, so ist wenn AM = at t : 

AMK=y] J cx = j£ 8» «. 42, IV) = 

r(l— eo«a»)r(l — co«») 8» = ry ^(1 — cos»)* 8» = r*J (l — 2cosa> + cot*») 8» . 
Aber (§. 34): 

y* _ ... _ . nntteot» 1 3 _ . «n2« 

(1 — 2co#»4-fo« , «»)8» = <o— 2#»n«H \-— « = w — 2«t« w 4- — — , 

(I — 2co*»-hco$*»)tia = — * t —2nna 1 -i — % - , 

also die Flache AMN = — r 2 a>, — 2 r'mw, H ^ — 1 . Ist MN = y t , so ist cos od, 

= r f y> und es liegt m t zwischen 0 und n t wenn MN in der ersten Hälfte der Zy- 



kloide, 



n und 2 n , wenn MN in der zweiten Hälfte liegt. Für <o t =n hat 




3 , 

die halbe Fläche der Zykloide = y r 2 rr, so dass die ganze Fläche ABEA = 
3 r* n ist. 

3 

Da AC = r7r, Al) = CE = 2r, so ist ACED = 2r 2 7r, also da ACE = -2-r , w, so 

ist AED = yr I ff, d. h. AED = jAEC. 

Fig. 25. VII. Stelle ABC (Fig. 25) eine Lemniscate vor, 

X deren Polargleichung r J = a , co*2<u ist, wenn A der 
Pol, AB die Polaraxe und AB = a ist, so ist für BAM 
= (O t , die Fläche des Ausschnitts 

1 f m * 1 /*•» 1 

Für a>! hat man die Fläche über AB = -^-a J , so dass die ganze Ton der 
Lemniscate umschlossene (zweitheilige) Fläche = a' ist. 

VIII. Sey BCB'C'B die Evolute einer Ellipse (Fig. 26), 

deren Gleichung also (^TZT^) + (j^TZ^) = 1 

a 1 — b* a 1 — b* 

und wo AB = — - — , AC = — - — , so ist , wenn 

a 2 — b 2 = e 5 : 

x>J e» f. /^ax>vM 




also für AM = x, , die Fläche 
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Man setze nun x = z\ so ist 

Aber nach §. 33 ist, wenn man nach einander die dortigen Formeln (e), (b) 
anwendet: 

z(l— ai 1 



6a 



+ 6a" 4 + 6a*4./ U " ' 



s(l -ax') § , z(l-ax')* | s(l-ax*)* , 1 



6a 



24 a 



16a 



VT=~a7 l 



16 aj y 
1 



~~ 6a 24 a 16a lBa^a 



arc (iin — iVo). 



Setzt man zur Abkürzuug Väx = u, V e 2 = Va 1 — b' = e, so ist « = -^» 

* a a* 4 o* t y a* , 

z = x J = -t. «z'^-t.x 1 ^, V« = 7-, sodass 
a 1 

/*r /-ax\h» Q u(«'-u')$ , n^-a')* , 3n(»'-ny« , 3.» ■ ( n\ 
mithin da für x = 0 auch u = 0, und für x = x t :u = Vax t =u,, und — — — 

0="t> 



AMNC 



o.^-Qt') 1 . u t (« , -Q 1 «' , 3a t («»-u t ')*«« 3a" 



8ab 



I6ab 



a'— b* e' . 4 iv. 

Für x t = — - — = — = — ist u t = « , • also bat man 



f l6ab a 



für die Fläche 



3e» « , 3« s ä 3e*n 3(a l — b 1 ) 1 * 

ABC = 16Tb 2 ' die gM2e n * Che = 8 al = 8lb = -^Ib— 



IX. Sey y = » + bx + cx l die Gleichung einer Kurte 
(Fig. 27) und die Abszissen ron A:x 0 , von C:x 0 H-2h, wo 
AE = EC = h , so ist die Flache 

/i t + tb 1 
(a-+-bx + cx')8x = a.2h + yb[(x 0 + 2h)»-x 0 , J 

+ {c[(i,+2h)^: 0 '] 

= 2 a h -I- 4" b (* *o b 4- 4h») + 4- c (« V h ■+■ 12 x« h* -I- 8 h 1 ) 
2 o 



/fy. 27. 



£C 



== A[6a-+-6x 0 b + 6bh-+-6x, ) J c-!-12x, J hc-*-8h , c] 
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Die Simpson'scbe N&herungsformel. 



= — |a + bx 0 + cx 0 , + 4[a4-b(x, > + b)4-c(x,, + h) l ] + a + b(x 0 + 2h)4-c(x 0 + 2h) > J. 

Ist nun AB = y 0 , FF = y, , CD = y,, so ist y 0 = a -+- b x„ -+- cx 0 2 , y, = a -+- 
b (x 0 h) H- c (x 0 -h h>, y, =a + b(x 0 + 2h) + c(x 0 + 2 h) 5 , also 

ACDB = |- (70 + 4^+7,). 

welche Gleichung auch dadurch als richtig erkannt wird, dass man in -<r X 

(y 0 -f-4y, H-yj) die Werthe von y 0 , y, , y 2 einsetzt, und thatsächlich den vorher 
gefundenen Werth von ACDB erhält. (Vergl. XI). 



Fig. 28. 



4 



X. Auf diese Formel gründet sich die Simpson'sche 
Formel für die näherungsweise Berechnung eines Flächen- 
raumes ABCD (Fig. 28). Man theile nämlich AD in 2n 

gleiche Theile, jeden — h , so dass also h = ^ ; errichte 

«. n 

in den Theilpunkten Ordinaten y 0 , y t , y, , . . . , )'»„, wo also 
AB = y 0 , CD = y tn , und lege nun durch je drei Punkte, 
etwa B, E, F eine Kurve, deren Gleichung die Form y = a-t-bxH- cx* hat, 
was immer möglich ist, da die drei Grössen a, b, c bestimmt werden können, 
wenn man die Bedingungen anschreibt, dass die Kurve durch die drei Punkte 
gehen soll. Je naher uun die Punkte an einander liegen, desto mehr wird 
auch , innerhalb derselben , die so gezogene Kurve mit der eigentlichen zu- 
sammenfallen , und man wird also für das Flachenstück zwischen der ersten 
und dritten Ordinate haben: 

h , 

y (yo + *yt+y t ). 

Eben so für das zwischen der dritten und fünften: -jj- (y 2 -+- 4 y, H-y») 
u. s. w., so dass die ganze Fläche nahezu = -j [y 0 -f- 4 y t -+- y 2 y, -+- 4 y s 

+ y* + y» -+■ 4 y 5 + + 4y an _, + y, n ] 



= t [>'o + y*» ■+■ 4 (>'i ■+■ )'j -+- y& + • • • ■+■ y*«-i) + 2 (y, + y 4 + . . . -h y*»-*)] 



ist. 



XI. Die in IX erhaltene Formel gilt übrigens auch, wenn die Gleichung der 
Kurve ist y = A+BxH-Cx J + Dx', wo A, B, C, I) Konstanten. 

Denn dann ist die Fläche 
^ (A + Bx + Cx J -J-Dx , iÖx=^A.2h+— (4hs 0 +4h 1 )^ -(6hT 0 * + 12h*x n + 8h 3 ) 



1) 



(8 Ii x„ 3 -+- 24 b * x 0 3 -h 32 h* x 0 + 1 G h«) 



= 2h{A + B(x 0 + h)^|-(3x,,^bMix B + 4li^^r)(x fl »H-3I,x o 5 +41i*i o + 2li>) J. 
Ferner 
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7o = A -+- BT« 4- Cx ( , 3 -r- Oxo», 
4y 1 =4A-(-4B(x 0 -Hh)4-4C(x 0 t + 2x 0 h-Hh') + 4I)(x 0 »-|-3x 0 , h + 3x 0 h , -*-h J ;. 
y, = A + B (x,, + 2 h) + C (x„ 1 + 4 x 0 h -+- 4 h *) + D (*« • + 6 x 0 3 h -+- 1 2 x 0 h 1 -I- 8 h s ) , 

woraus 

>o-»-4yi+y» =6A4-B(6x o -h6h)-f-C(6x 0 l +12x o h-H8h*) 
+ D(6x 0 3 -h 18x 0 3 h + 24 x 0 h 3 + 12b 3 ), 

YoH " 4 3 yt+y, b = 21,{A + B(x 0 -l-h) + C<x 0 » + 2x 0 b + |-b 3 ) 
-hD(x ü J 4-3x : 0 h + 4x 0 h , H-2h 3 )| 
(A-+-Bx + Cx»-+-Dx 3 )8x, 

wodurch der Satz erwiesen ist. 

Mittlerer Werth der Ordinate. • 

XII. Nach §. 39, IV ist der mittlere Werth von y für die Punkte zwischen 
N und N' (Fig. 16, §.46, I) gleich 3 x. Heisst dieser mittlere 

Werth Y, so ist also die Fläche 

f=(b-a)Y, 

d. h. gleich einem Rechtecke, dessen Grundlinie MM' und dessen 
llöhe die mittlere Ordinate ist. 

Ist eben so in §.45,111: R 2 der mittlere Werth des Quadrats desFahr- 
r J 3o) = (w, — a>t) R 2 , also jener Anschnitt = — — — 

R 

= yR(w, — »i)» wo R(w 2 — a^) ein mit dem Halbmesser R zwischen den 

Seiten OB, OC beschriebener Kreisbogen ist. Der Ausschnitt I30C ist also 
gleich dem Kreisausschnitt, der von dem eben genannten Kreisbogen be- 
gränzt ist. [Dabei ist aber zu beachten, dass R nicht der mittlere Werth 

des Fahrstrahls r ist, da nicht / ** rdca = (a>, — w, )R.] 

§.47. 

Rektifikation ebener Karren. 

I. Soll man die Länge des Bogens NN' (Fig. 29) berechnen , * dessen 
Endpunkten die Abszissen OM = a, OM' = b zugehören, so sey für 



* Von der Lange einer geradeu Linie haben vir einen vollkommen klaren Begriff ; bei 
der Lange einer krummen Liuie kann man schon eher Anstand finden. Will man in diesem 
Falle letztere auf erstere zurückführen , so denke man sich einen biegsamen Faden über die 
krumme Linie gespannt, den man dann zur geraden Linie ausstreckt. Ucbrigens betrachten 
wir die krumme Linie selbst als die Gränze, der sich ein eingeschriebener geradliniger Litiien- 
zug (Vieleck) nähert , wenn seine Seitenanzahl immer grösser wird. Von diesem Standpunkt 
ans ergibt sich dann ein klarer Begriff der Lange einer krummen Linie , da sie die Gränze der 
Summe der Polygonseiten ist. (Vergl. §. 82.) 
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Rektifikation ebener Kurten. 




OP = x , die Länge von NQ = s , und man hat 
£\» (§.20,111): 

worin das obere Zeichen gilt, wenn s wächst mit 
wachsendem x , das untere im entgegengesetzten 
Falle. Daraus folgt , dass für PF = Jx, QQ' = 
Js, man habe: 



worin a unendlich abnimmt mit unendlich abnehmendem Jx. Gesetzt nun, 
wie in unserer Figur, es wachse der zu berechnende Bogen in seiner ganzen 
Ausdehnung mit wachsendem x, so folgt hieraus ganz wie in §.45, dass die 
Länge von NN' gleich sey der Gränze, der sich die Summe der Werthe, die 

man erhält, wenn man in ^" 1 "" r "f dx der Grösse x alle Werthe von 

x = a bis zu x = b beilegt, mit unendlich abnehmendem Jx nähert, wo also 
Jx der Unterschied der auf einander folgenden Werthe von x ist. Daraus 
ergibt sich unmittelbar , dass 

Dieselbe Formel lässt sich ebenfalls in folgender Weise finden. Es ist, wenn Bogen 
NN' = ©\ sieber 



=/>• 



also wenn man die Veränderliche z einfuhrt, wo danu 



8s 
8z 



indem für s = 0 auch z = a , für s = o : z = b ist. 

Würde der Bogen abnehmen mit wachsendem x (wenn man z. B. seinen 
Anfangspunkt in N' gewählt hätte) , so wäre 



«--/aMSD'"- 



Fig. 30. 



i 




B 


B 










h 


d 





II. Würde innerhalb der Gränzen des Integrals 
der Bogen bald wachsen mit wachsendem x, bald ab- 
nehmen, so würden diese Formeln nicht mehr gelten 
und man müsste den ganzen Bogen in einzelne Theile 
abtrennen. So z. B. Fig. 30 , wenn_ Oa = a, 0 b = /?, 
Oc = y, Od = <J, wäre: 



^ AB =/ ß V ,H "(^) 8x ' Bogeu Bc= -f*Y i +Giy**' 
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B.g.-cD^V'+CrD" 61 ' 

wobei jeweils für y diejenige Funktion von x zu wählen wäre, die dem be- 
treifenden Bogenstöck entspricht. 

III. Wollte man für Polarkoordinaten die betreffende Formel herstellen, 
so wäre y=r sinta, x=r cos<a t so dass wenn r als Funktion von a>, gegeben 
durch die Polargleichung der Kurve, angesehen wird, ist (§.21, IV): 

8_y 

8y 8» 8x 8r 8y 8r . 

8» 

Also wenn » 0 , n t die Werthe von a> sind, die den Endpunkten entsprechen 
und der Bogen nur wächst mit wachsendem to (§. 42, IV), dieser Bogen = 




Wir wollen nun diese Formeln ebenfalls auf einige Beispiele anwenden. 



8 x 

* Streng genommen sollte man hier die Falle unterscheiden , da - - positiv oder negativ 



ist. Ist nämlich 



~<o, .o«t y i + -^-_=-y^jH-^. 

Allein wenn |^<0, so nimmt x ab mit wachsendem * (§. 20, 1); seist man aber voraus, es 

8s 

wachse der Bogen s mit wachsendem », so ist |^>0, aUo |^ = |^<0, wie natürlich, 

^ 0 tn 0 X 0 X 

8^ 

8s -t / /8 yV 8s 
da jetit s wichst mit abnehmendem x. Demnach ist — = — y i + Vjj"]^ » 8« ~~ 

So lange also s wichst mit wachsendem <t> gilt die Formel |^ ="^Q^) + CfaO ' 

also auch die Formel des Textes , in der natürlich m t > » 0 seyn muss. Aehnliehe Betrach- 
tungen werden in allen künftigen ähnliehen Fallen maatsgebend seyn. 
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§. 48. 

Beispiele zu §. 47. 

I. Mao soll den Parabelbogen AN (Fig. 23) berechnen, wenn AM = x 1 . 

w 2x4-p , p 8 s 2zp 

Man setze nun — - — = z% x — z i_ 2 ' 8z = ~~ (z 1 — 2)* * 80 

yy?5±j! 8l — 2,yj ? ^,8 «=-=*/[ „ + v 2) > - j^^j+d^' 

— V[-.-H^-> + ^- r ^ + i L«(,-^]=-i[- ; ^ 

, / 2i + p 

1 f z-f-y^ y! pz p ,f'-fV2>V = P V f__ 

l/2 t Vz-V27j~z l -2' 1 ~2l/2 t V2-V2^ 2x-hp 



2/2 
mithin 



V^ü±i _ 7^ " P ^ Vp-TFx-vrJ • 

iN _ 1 /"'i/ 2'+p . ,/ x,(p+2>,) p /- y^p+ä^H-^ i:^ 

Wie man NQ(= AQ — AN) hieraus finden kann, ist wohl klar. 

II. Für den Zykloidenbogen AN (Fig. 24) ist (§.46, VI): j^ = j^ (§. 21) = 



1 — cot a> 



fY^ÖÖ'*- -fY^QO'H »■» = ML 1 )'- (SO*- * 

* Man darf nur dann a\Ab = Va : b setzen, wenn a positiv ist; für a < 0 ist 
a Vb = — Vä^b . In unserem Falle ist aber ^ > 0, da x wficbst mit a> (§. 20, 1) ; also ist 

YGO'-QUO'-YC^Cd)' 
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— tjy (1 — eo*o>) l -f-«« l ö)Öo) = r j\2 — 2cot» 8co = r y/2 J* ^2$in*^ 8« = 

im od 
2r /«'« — 8» = — 4rco»— , 

AN =/.V (10' - -"•=«* 0 - -.5) =8,*^ . 

Für o> t =;r, «n'-J- = «n , -J = -|- t ist AE also = 4r, AEB = 8 r . 



Für eine Epizykloide, deren Grundkreis R zum Halbmesser bat, wahrend r der Halb- 
messer des rollenden Kreises ist, so dass deren Gleichungen 

x = (R + r) cot <d — r eo$ — , 

y = (B + r)m«-iri» (R + r) " 

sind, findet man eben so als Länge eines ganzen Umlaufs (für den der obere Werth von » = 

2r*\ „ 8(R + r)r 
— J die Grösse R . 

III. Für die archimedische Spirale ist r = ao>, ^ = a, also der von o) = 0 

r 8» 

bis öj = oJ t sich erstreckende Bogen : 

Ist r t die Länge des letzten Fahrstrahls, so ist r t = aoj, , o> t = ^- • 

8r 

Für die lögarithnüsche Spirale ist r = a 40 , ^ = a* l (a) , also die Bogenlänge 
von od = 0 bis oj — o>j : 

^ V»*+a»«i(a)' 8 • - y] 0 '' a» Vl + W 8 «» = ^j^p^ <»* ' ~ » >• 

8 r 8 r 

Für die Lemmiscate (Fig. 25) ist r 1 = a 2 cos 2 o> , r ^ = — a'«n 2 o>, g - = — 

a l «»n2o> /8rA* t __a , tiii , 2« , ^t'im'ee + tWZ«, a» _ a» 



*'<m«2<» co«2o> 1— 2«n*o>' 

also ist 

n 

8* 



VT^2«n , o.' / o Vi 

welches Integral hier nicht weiter bestimmt werden kann. (Vergl. §. 160, 1). 

, Parallele Kurven. 

IV. Seyen (Fig. 31, siehe nächste Seite) AC und BD zwei parallele 
Kurven, deren Abstand AB = CD = a sey; seyen ferner M und M' zwei un- 
endlich nahe Punkte des Bogens AC; OM, OM' die in denselben gezogenen 
Normalen, die sich also im Krümmungsmittelpunkte 0 scheiden; eben so 
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Inhalt von Rotationskörpern. 




Fig. 31. seyen N,N' zwei benachbarte Punkte des Bo- 

gens BD, ON der Krümmungshalbmesser 
(§. 56, III) für BD im Punkte N. Sey also 
OM = q , mithin ON =(» + a, so ist» da MM' 
als Kreisbogen vom Halbmesser q und dem 
Winkel MOM' = do» angesehen werden kann: 

MM' = 0da>, NN' = (p + a)do», 
und da, wenn <o der Winkel ist, den OM mit 
der ersten Kormale AE macht, <o + da>, wie 
man sich leicht überzeugt, der Winkel seyn wird, den OM' mit AE macht, 
so folgt hieraus, dass wenn « t der Winkel AEC der ersten und letzten Nor- 
male (AE und CE) ist, man haben werde (vorausgesetzt, dass der Bogen 
immer wachse mit wachsendem «) : 

AC = J 08», BD = / (p + ») 8 a> = J o8«o-r-ay 8o = AC + »»,. 

Nun ist a« t die Länge eines mit dem Halbmesser EF = a zwischen den 
Seiten des Winkels AEC beschriebenen Kreisbogens FG, so dass also 

BD = ACH- FG. 

Der Kreisausschnitt MOM' ist eben so -^-(»'rfo), 

also NMM'N' = NON' - MOM' = \ [2 &q 4- a'J dm = aß du 4- y du , 
mithin ist die Fläche des Streifens 

ABCD == J a e 8<»+ / y8« = ay q 8»H- — » ft =a. AC -+- , 



und da nun — 2 1 die Fläche des Ausschnitts EFG ist, so hat man 

ABDC = a . AC 4- DFG , 

wo a. AC das Rechteck ist, das über der Grundlinie AC mit der Höhe a er- 
richtet ist. 

§. 49. 

Inhalte von Rotationskörpern und Rotationsflächen. 

I. Dreht sich die Linie NN' (Fig. 32) um die Axe der x, so erzeugt 
die Fläche MM'NN' einen Körper, dessen Inhalt man nach §. 20, V, 

in genau derselben Weise, wie in §. 45 finden 
wird gleich 

*A*8x, 

wenn a und b die Abszissen von N und N' (d. h. 
OM und OM') und y (als Funktion von x) die 
Ordinate der Kurve NN' ist. 
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II. Ganz eben so ist die von NN' erzengte Fläche, gemäss §.20, VI: 

wobei wir voraussetzen wollen, dass der Bogen NN' immer wachse mit 
wachsendem x. * 

III. Will man die in §. 47, III gebrauchten Polarkoordinaten (x=tcos<x>, 
y = r*mo>) anwenden, immerhin aber den durch MM'NN' (Fig. 32) ent- 
standenen Körper oder die durch NN' entstandene Fläche berechnen, so wird 
man am besten auf §. 20 zurückgehen, wo in der dortigen V und VI jetzt: 

8t ,8x 8» _ , /8yY 8x 

8 t 8 s 

wenn y > 0 und g^, ^ positiv gedacht sind. Demnach ist 

— = ir r l ttn'<o — = it r* sin* cd [cos» rimoi]; 

8<u 8o> 8» J 

wenn für die letzte Formel vorausgesetzt wird , es wachse z mit a> , wobei 
auch r sin o> immer > 0 seyn muss. Daraus ergibt sich dann , statt der 
Formel in I : 

n j t 1 iin* cd (cos *> — — r««»)8«>, 

wo r aus der Polargleichung der Kurve zu ziehen ist. Dabei muss , wenn 
o 1 ><» 0 , der Ausdruck unter dem Integralzeichen innerhalb der ganzen Aus- 
dehnung des Integrals positiv seyn; negativ dagegen, wenn m t <o> 0 . 

Für die Formel in II ergibt sich eben so 

wo r «wo) > 0 und > <i> 0 seyn muss. Für <o t < a> 9 hätte man das — Zeichen 
vorzusetzen. 



* Diese Bedingung ist unerlässüch, wenn obige Formeln gelten sollen. Sie setzt voran*, 
dass b — a>0 sey, und dass y positiv genommen werde, was immer genügend seyn wird. 
Für den Fall der Figur 30 (§. 47) würde man zur Berechnung des von AD entstandenen 
KOrpers oder der entstandenen Oberfläche die Formeln 

haben, wo y t , y, , y a die Ordinaten für die Stücke AB , CB, CD sind. Wie man in andern 
Fallen zu verfahren bitte, wird aus diesem Beispiele klar genug hervorgehen. 
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Drehung um parallele Axen. 



IV. Dreht sich die Figur MM'N'N (Fig. 17 in §. 45) um die Axe der x, 
so ist der entstandene Rotationskörper seinem Inhalte nach (§. 45, II): 

wobei jedoch wesentlich vorausgesetzt ist , dass die beiden Kurven auf der- 
selben Seite der Abszissenaxe liegen. Im andern Falle würde 4- an die 
Stelle von — treten, wenn man dann überhaupt noch nach dein Inhalte 
fragen will. 

Fig. 33. V. Gesetzt die Fläche MNN'M' (Fig. 33) 

rotire um die Axe OB, so ist der Iuhalt des er- 
zeugten Körpers gleich 




)8x, 



wobei OB als Abszissenaxe angenommen ist; y die 
Ordinaten der Kurve NN', y, die von MM' be- 
deuten , und OA == a , OB = b ist. 
Rotirt nun aber dieselbe Fläche um die Axe O'B', die parallel mit OB 
in der Entfernung 00' =m gezogen ist, so dass OB zwischen OB' und der 
Fläche MNN'M' liegt (wobei keine der beiden Axen diese Fläche schneidet), 
so ist der Inhalt des entstandenen Körpers eben so : 

* / > ^(yH-m) l -(y 1 -f-n,) I j8x = } r/ b (y«-y 1 «)ex-r-2raff/ ,fc ( y - yi )8x. 

Heisst also K der Kürperinhalt des durch Umdrehung um OB entstan- 
denen Körpers, K' der Inhalt des Körpers, der bei der Drehung um OB' ent- 
steht; ist ferner F die Fläche der Figur, die nach §. 45, II gleich^ (y — y t ) 8x 
ist , so hat man : 

K' = K + 2m*F, 

mittelst welches Satzes man leicht den einen Körper aus dem andern be- 
rechnen kann. 

VI. Dreht sich die Kurve NN' (Fig. 33) um d ie Axe OB, so ist nach II 
der Inhalt der erzeugten Oberfläche — ^™f Y + (p)' ^ x > ^ohei die 
Bedeutung der einzelnen Grössen aus II klar ist. 

Dreht sich nun dieselbe Kurve um die Axe O'B', die parallel mit OB 
in der Entfernung 00' = m gezogen ist, so dass OB zwischen O'B' und der 
Kurve liegt, so erhält man den Inhalt der entstandenen Rotationsfläche,, 
wenn man in der vorgehenden Formel y -f- m für y setzt. Dadurch wird sie 

Verglichen mit §. 47, I folgt hieraus nachstehender Satz : 
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Ist F der Inhalt der durch Drehung von NN' am OB entstaodenen Fläche, 
F' der Inhalt derjenigen Fläche, welche durch Drehung derselben Kurve um 
OB' entsteht, S die Länge des Bogens NN, so ist 

F' = FH-2ni7tS. 

VII. Ist Y* der mittlere Werth des Quadrats der Ordinate zwischen a 
und b (§. 39, IV), so ist der Inhalt des in I betrachteten Körpers gleich 

rt(b — a)Y I , 

also gleich einem Zylinder vom Halbmesser Y, und der Höhe (b — a). 

Wir haben im Vorstehenden immer angenommen , die Kurve mache eine vollständige 
Umdrehung. Geschieht dies» nicht , so erhält man das Körper- oder Fl&chenstück, das bei 
einem Drehungswinkel von a Grad beschrieben wurde, unmittelbar aus der Gleichung 

T__ 

G ~" 360 ' 

wo G das bei einer Rotation von 360° (wie wir oben vorausgesetzt) beschriebene Stück, T das 
bei einer Rotation von a° beschriebene ist. 

§• 50. 

Beispiele zu §. 49. 

b* 

I. Dreht sich (Figur 20) die Fläche CFGH um CF, so ist y* = p (a 7 — x 2 ), 
-xf /8yV t /a* — a 8 x* , a J — b* 

V 1+ V8x ) = V a* — x* wo — ä 7- 5 also ist der yon die8er Flacne er- 
zeugte Körper für CF = x t : 

2ab** 

Für x = a erhält man den von CHB erzeugten Körper = — ^ — , also den 

durch Rotation der Ellipse um AB erzeugten Körper = "3" ab 2 n. 

Die von HG erzeugte Fläche ist, wenn a 2 > b 2 , also die Ellipse sich um ihre 
grosse Axe dreht: 

4- -ar^«» = -^JJ = -«x 1 Va'-«*x l *+-— arc^««=-^j, « = — . 

Für x = a hat man die von HB erzeugte Fläche = b n Va'-a'a^^ 
arc (sin — cc) — b 2 tt -+- — — arc (ein = a) , also die von der Ellipse erzeugte Fläche 

OL 

„. , 2ab« 
= 2b TT H — arc («m = a) . 

Dreht sich die Ellipse um ihre kleine Axe, so ist b 2 > a 2 , »Iso^A^CH) 

Va' +fr'-a'Jx 1 , , , ,/ /8yV 

" a'(a'-x») UDd Wenn b ~ a = a ^ : V l+ \Ji) ~ V "a^^ ' 
also die von HG erzeugte Fläche (wo nun AB die kleine Axe der Ellipse) : 
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a J 0 • 

Das hier vorkommende Integral wird nach §. 33 bestimmt, und man findet : 



Also ist die Fläche = 
«b 



Für x t =a erhält man die halbe Rotationsfläche, und da dann a' -+-0 t x 1 ? = 
a 7 -+- b* — a ? = b l , so ist dieselbe = 

II. Der Zykloidenbogen AN drehe sich um AB (Fig. 24). Alsdann ist (§. 48, II) : 

= 4r»y**s»-|8«, 

und wenn man hier a> = 2 <p setzt: 

1 8 .= 2/«.", 6 , = 2 [- _ ?^f] = _ | M .„ (2 + .*..,) 

= -T Ä, *l( 2 + ' < "'f)' 

also die von AN erzeugte Fläche, wenn co, der zu N gehörige" Werth von o> ist: 

**r> v^öö* *->=-■*./> i — - t - - 1 ) 

+ |''*- 2 = T r ' Ä [ 2 - 2m * f - "•T' < "'l] • 

32r'« 

Für o?! = n hat man die von AE erzeugte Fläche = — , also die ron AEB 
erzeugte = — ^ — . 

Für den durch Rotation von ANM erzeugten Körper findet man eben so : 

• Z** 1 /, md » r . , 3tin». cot et. 3 tinto, eot t ca l 
r */ (1 — co#») 3 8 o)=r* rt l^oij —3 «na» t H ± L -(- — ^ ^ - 

2 . 1 , T5 11 . 3 sin a>, cos «n». C09* (o.l 

~ T™" J = r * L 2" ~ + 2 ^ J 



Für m t — it erhält man den durch Rotation von ACE um AB erzeugten Körper 
5r»Ä l 

= — g— , also der ron AEB erzeugte Körper = 5r s « 2 . 
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III. Der Kreis FE (Fig. 34) dreht sich um die Gerade AB, 
die ausserhalb desselben liegt'; man soll den Körperinhalt 
finden, den derselbe beschreibt , so wie den Inhalt der Ober- 
fläche, die von dem Kreisumfange erzeugt wird. 

Sey C der Mittelpunkt des Kreises , CA senkrecht auf 
AB und die Länge von CA=a, r der Halbmesser des Kreises. 
Wählen wir A als Anfangspunkt der Koordinaten , AB als 
Abszissenaxe (was wir müssen, da die Rotationsaxe immer 
Abszissenaxe seyn muss), so ist die Gleichung des Kreises: 

(y— a)*-l-x* = r*, y = a ± V^—x*. 

•Von den zwei Zeichen gilt das obere für die Hälfte DED', das untere ftir DFD', 
wenn DD' parallel mit AB gezogen ist. Man muss also diese beiden Halbkreise 
nun scheiden. 

' a) Halbkreis DED' : j = a + VP=T-. ^ = ___^_, , (|Q' = 1 + _iL. 

r'-x'+x 1 _ r* 
r«-x l 



r*-x» 



Die Gränzen des Integrals sind — CD' und -4- CD, d. h. — r und -+- r, so dass 
also der Inhalt des von der Fläche GDED'G' erzeugten Körpers = 

iry^'(a+Vr^x T ) l 8x = »r y* + V-+-2a\^r 1 =x T + r l - x s ) 8x , 
und die von DED' erzeugte Oberfläche = 

,.y% + y?=75y'. i =-i ax=2„/;; ,)., 

ist 

b) H^.i,DrD^y = .-VT^,^ = ^=, l + Ql)'»^, 
mithin ist der Inhalt des von der Fläche GDFD'G' erzeugten Körpers = 

* y +r (a -V r ! - x ')» 8 x = «J*_ (a* - 2aY r 7 ^ r + r 1 - x») 8 x , 
und der Inhalt der von DFD' erzeugten Fläche = 



raus ergibt sich nun : 
Inhalt des von DFD'ED erzeugten Körpers = «J (a' -h 2 a \ r 1 — x* -+- r* — x») 8 x — 

n f + V-^aVr^^xVr'-x«) 8 x=n f*" 4 a Vr^x 1 8 x = 4 a*/^Vr*-x l 8 x 

J -r J — r »/»-«• 



r 1 ** 



= 4a— (§.46, II) = 2ar 1 » 1 . 



Inhalt der rom Kreis erzeugten Fläche = 2r* / Y-— L== + 1 > )8« + 
2tnf +t (~^= -lV»=2rfr/ ,+ \- 7 1^8x=4ra«/ +r -4^==-4ra^^«==4ar«^ 
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Inhalt eines Fasse*. 



Wird a = r, so ist GG' Tangeute an den Kreis, and man erhält also, wenn ein Kreis 
▼om Halbmesser r nm seine Tangente rotirt: 

Inhalt des entstandenen Körpers = 2 r s fr 1 , 
„ der „ Flache =4r , *r t . 
Da der Inhalt des Kreises = r*n, sein Umfang = 2m, so ergeben sich nach §. 49, V und VI 
hieraus : 

Inhalt der Körpers durch Rotation um GG' = 2 r 3 n 1 -+- r : n 2 (a — r) n = 2 a r* n\ 
„ der Flache „ „ „ „ =4r I ff s -h2rir2(a — r)w = 4arrt s , 
wie so eben. 



Fig. 35. 
£ 



IV. Sey DEF (Fig. 35) eine Kurve, deren Gleichung 
y - A ■+■ B x -+- C x 2 (§. 46, IX) , und sey AB=BC=h , AD 
= CF = a, BE = b (b > a), wobei B der Anfangspunkt der 
rechtwinkligen Koordinaten, BC die Abszissenaxe ist. Der 
von dieser Kurve bei ihrer Drehung um AC beschriebene 
Körper stellt alsdann ein gewöhnliches Fass vor, in dem a 
der Halbmesser des Bodens, b die halbe Spuntentiefe und 2 h 
die Höhe ist. 



Da die Kurve durch D, E, F gehen soll, so rauss 

a = A — Bh-r-Ch 1 , b = A, a = A + Bh + Ch ! 
b a 

seyn, woraus A = b, B = 0, C = £*- folgt, so das» die Gleichung der Kurve ist : 

b — a t 

Der Inhalt des von der Fläche ADFC beschriebenen Körpers ist also 

b — a 



Ta 1 2 b* 2 ,~l 



Wie man leicht sieht , folgt hieraus die Regel : „Der Kubikinhalt eines Fasses 

I 2 
ist gleich des über dem Boden errichteten Zylinders, dazu addirty des über dem 

2 

Schnitte durch die Fassmitte errichteten, und von der Summe subtrahirt jz des Zy- 
linders , dessen Grundfläche den Unterschied der Durchmesser der genannten beiden 
Zylinder zum Durchmesser hat , wenn alle diese Zylinder dieselbe Höhe wie das 
Fass haben." 

Lambert in seinen „Beitragen" I, S. 225, §. 21 beachtet nur die zwei ersten Glieder 
dieser Formel. Letztere selbst röhrt von Grunert her, der in seinem „Archir" XX, S. 313 
sie auch noch aus der Annahme gefunden, DF sey ein Kreisbogen. 



Fig. 36. 




V. Der Kreis GEG' rotirt um die Axe AB, die 
ihn durchschneidet; man soll den Inhalt des von GEG' 
erzeugten Körpers und Oberfläche berechnen (Fig. 36). 

Sey wieder CA senkrecht anf AB, CA— a, r der 
Halbmesser des Kreises , AB Axe der x , A Anfangs- 
punkt, so ist die Gleichung des Kreises : (y — a) 2 -h 
x 2 = r 2 , y = a + Vr I — x J , wo das obere Zeichen für 
FEF', das untere für FG und F'G' gilt, wenn F'F 
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parallel AB. Uro die Koordinaten von 6 und 6' zu finden, hat man y = 0 zi 
und findet x = + V rt ~ a * a * 8 Abszissen dieser Punkte. Da nun 



so ist der Inhalt der von 



FEF' erzeugten Obeifläche = **«f ( yr-p ~*~ 1 ) 6 * = 4 1 *j"jL y^ZT * 0 8 * ' 



— 1 |cx, 

'r*-x* 
— V^ä* 



ot . . =2,*/"_(y^=-i)e„ 

wo die zwei letzteren Grössen einander gleich sind. Demnach ist die ganze 
Oberfläche : 

•"l/(^b + 0-/(^-')«-)=H"-4-- 

aarc^«M» = ^~— — ^ — r + Vr 1 — a*J = 4r« £aw+Vr' — a* — 

a arc Inn = — 11 . 

Für a = 0 findet man 4 r 2 n für die Oberfläche einer Kugel. 
Ferner ist der körperliche Inhalt des von 

BFEF'D erzeugten Körpers = « J (a-+- \ r*-**)* Zx=2«f ^ (a + Vr'-x 1 )» 8x, 
BFG M n =*/" (a-Vr^'8r 

DG'F , « =V (a-Vr^^'öx, 

wo wieder die zwei letzten gleich sind. Mithin ist der von GEG' erzeugte Körper = 
2n [/I (a + V"'" 5 ^ 8 8 x -^(a-frW)' 8 x] = 2 * [a» r + r ' - £ -{- a r 1 -| - 

a« r 4- afr^a 1 - r» + r • Vr T =T a «+ y - W r '- at)> - an/rC? + ar»|- - 



13» 



Digitized by Google 



196 Beispiele. 



VI. Dreht sich die Lemniscate (Fig. 25, S. 180) um die Äxe AB, so ist der durch 

9 8r 

Rotation von AM B entstehende Körperinhalt , da jetzt r * = a 1 cos 2 0) , rr = 

. c CO 

& 2 sin2<o, und die Bedingungen in §.49, III erfüllt sind 



/4 I r . coit» — r'ttna» I p 4 . . „ 

i . * V 8co J . / «n l coeo#2eo . . 

r*#in z üj 8 qj = a rt / — (sin 2 o> cos m 

J r 17 o V co* 2 m 



— * . 

0 V< 

n « 

' * sin 1 o> cos 2 co 



_ » /** sin'<ocos2ta . _ . , /*« . , . „ ,/ = — _ 

< 'os 2 u. sin co) ci co = a J 7f / — __= - *tn3co8co = a J rt / sin 1 cd *tri 3 co y co« 2 co 8 co = 

»/ o V co* 2 <i» ,/ o 



TT 



a 3 * y * (3 ffe*« — 4 *tn* w) «t» ■ V^o« 2 co 8 co (8.5. IV). 
Da cos 2 tö = 1 — 2 ein 7 <u , so setze man 1 — 2 sin 2 Oä—z 2 , wo die < .ranzen von z seyn 



d oi _ 8 tu z — z 

werden : 1 ,0 ; und hat — 4 «m tu co« (ö r- = 2 z, «n«)r-= — 



O dj, Olli W a ~ r 

8 1 8 z 2 cos co 2 V 1 — «n* co 

1— z ! 

, sin* oj = — 5 — , so dass der Inhalt — 



Ijha 1 
2 



a 1 «^(3 *in ! co - 4 sin* co) V l^2W <o>in ■ 8 z = ^y,^ 3 ^' " 4 (^?") 1 X 

I n a 3 ?t «*-+-z* — 2z" . a 3 * ,., a 3 n 

» — • »*= — / r — 8z = — — l(l-hV2) — — , 

yr+v 21/2/0 vO+* ä 4V2 12' 

d. h. der duroh Rotation der ganzen Lemniscate entstandene Körper hat zum Inhalte : 

a*«r 1 , 11 



VII. Sey r = a V cos o> die Polargleichung einer Kurve, wo n eine positive 
ganze Zahl und a>0 ist, so wird <u nur von 0 bis ^und 0 bis — ■j'J gehen 

n 

können , da sonst Vcos <o negativ oder imaginär wäre. 

Demnach ist der durch Rotation dieser Kurve um ihre Axe entstandene Körper- 
inhalt gleich 

— nf r**in , co (cos m ~ — r*i«co)8eo 
J o Ca» 

co* n conn'co | — co« co co« " co mm co -+-aco* n eo*t'ncoJ 8co 

/l M_ .-1 
cos " co *»n 3 eo ( h 1 J 8 co = a 3 ""*" it I cos" co «in 3 co 8 co . 
V n y n y o 

Aus §. 34 Formel (b) folgt aber 

fT f 2n /"T - 

/ co* n co *»'n 3 co 8 co = — — — rr / cos n co sin co 8 co . 
/ o 3(n-l- l)J o 
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eot n atrinatio» = 



n + 3 



■i-t-3 " 

cös n a>, j 



% a 



cot " cu sin &) 8 <o = 



n-r-3' 



demnach 



f* T ■ » 2n» 



und der Körperinhalt: 



a 3 *- 



2n« 



2* 



nn 



n 3(u-r-J)(n-r-3) 3 (n-r-3) ' 

(Dass der Ausdruck unter dem Integralzeichen von o> = 0 bia od = y positiv ist, 

wird unmittelbar klar aeyn). 

Wir verweisen den Leser, der weitere Beispiele dieser Art kennen so lernen wünscht, 
namentlich solche , die für die technischen Anwendungen von Wichtigkeit sind , auf die 
Schrift: „Die Geometrie der Körper. Für Gewerbeschulen und zum Selbstunterrichte von 
Dr. 2 e h m e. Iserlohe , 1 869. tt 

§. 51. 

Berechnung von KSrper- und Flächeninhalten bei bekannten Inhalten paralleler Schnitte. 

In manchen Fällen kann man die Berechnung eines Körperinhalts oder 
einer Oberfläche dadurch ermöglichen , dass man im Stande ist , die Gestalt 
und den Inhalt eines ebenen Schnitts, der einer gewissen Ebene parallel ist, 
zu ermitteln. Legt man nämlich zwei sehr nahe parallele solche Schnitte, 
so wird man das dazwischen liegende Körperstück als zylindrisch oder pris- 
matisch anzusehen desto mehr das Recht haben , je näher die Schnitte sind, 
so dass man bei unendlich nahen Schnitten, d. h. wenn man zu den Gränz- 
werthen ubergeht, den Körper als eine Summe von solchen zylindrischen 
Körpertheilen ansehen kann. (Vergl. §. 6, III.) Eben so wird man das 
zwischen zwei solchen Schnitten liegende Flächenstück als eben ansehen 
und darnach berechnen dürfen. Einige Beispiele mögen dies Verfahren 
wieder erläutern. 

I. Denken wir uns zwei Ellipsen, die denselben Mittelpunkt haben und deren 
Ebenen auf einander senkrecht stehen , so gelegt , dass ihre einen Hauptaxen 2 c 
zusammenfallen, während die andern 2 a und 2 b aufein- 
ander senkrecht stehen; denken uns ferner eine dritte 
bewegliche Ellipse, deren Ebene immer senkrecht ist zu. 
der gemeinschaftlichen Hauptaxe 2 c und deren End- 
punkte der Hauptaxen immer in den zwei genannten 
Ellipsen liegen, so beschreibt diese bewegliche Ellipse das 
dreiaxigo Ellipsoid, wovon die eine Hälfte in Figur 37 
abgebildet ist. Dort sind ABC , ECD die halben festen 
Ellipsen, AEBD ist eine Lage der beweglichen Ellipse, 
M P eine andere. 
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Sey nun QN = x, so ist NM = - V c*-x\ NP = ^ Vo 7 — x z , so dass also 

c c 

die Halbaxen der Ellipse MP bekannt sind. Die Fläche derselben ist (§. 46, II) also 

ab(c*— x') . 

1 n. Denkt man sich nun eine zweite Lage der beweglichen Ellipse in der 

Entfernung x -+- dx von AB, so wird man das zwischen den beiden Ebenen liegende 

Körperstück mehr und mehr (d. h. mit abnehmendem dx) als einen Zylinder an- 

. , ab(c*— x') . 
sehen können, dessen Inhalt also = ^ n J x ist, so dass der Inhalt des 

Körpers ABC = • 



ab« 
c 



rj .(•■-o«i=- P -(. , - T )-5-».- 




ist (vcrgl. §. 45). Der Inhalt des ganzen Körpers ist also y abc'jr. 

II. In dem Eckpunkte C des Dreiecks ABC (Fig. 38) sey 
eine Senkrechte CD auf die Ebene des Dreiecks errichtet. In 
der Ebene ACD ziehe man eine Viertelsellipse, deren Halb- 
axen AC und CD seyen, eben so in der Ebene BCD eine, deren 
Halbaxen BC und CD sind; endlich lasse man eine Gerade 
parallel mit AB sich so bewegen, dass ihre Endpunkte immer 
in den Ellipsen AD , BD sich befinden , so beschreibt sie die 
Oberfläche des elliptischen Klostergewölbes. 

Durch den Punkt c der Geraden CD lege man die Ebene 
acb parallel ACB, so ist ab eine der Lagen der erzeugenden 
Geraden und das Dreieck abc ist ähnlich ACB. Ist nun J die Fläche des Dreiecks 
ABC, Ö die von abc, so hat man 

b ac* . ac s 

Da aber AD eine Ellipse ist, so hat man, wenn CD = h, Cc = x: 

Legt man einen zweiten Schnitt parallel acb und in der Entfernung dx von 
demselben, so wird man, beivunendlich kleinem dx, das zwischenliegende Körper- 
stück als prismatisch, vom Inhalte — ^^J.dx ansehen können, so dass also 
der Inhalt des Körpers ABCD = 

Will man den Inhalt, der Fläche ABD haben, so verfährt man in ähnlicher 
Weise. Das zwischen den zwei parallelen Schnitten gelegene Flächenstückchen 
kann als ein ebenes Parallelogramm angesehen werden, dessen Grundlinie ab und 
dessen Höhe die (auf der Fläche gemessene) Entfernung der beiden Parallelen ist. 
Cm nun letztere zu finden , wollen wir durch die auf AB senkrecht stehende Gerade 
CE und durch CD eine Ebene legen, welche die Fläche in DE schneiden soll; diese 
Kurve DE wird nun auf ab, so wie auf allen mit AB parallelen Geraden senkrecht 
stehen. Was dieselbe anbelangt, so ist sie eine Ellipse. Denn es ist, wenn ec 
parallel EC : 
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cc' 



Cc s 



also auch 



ac' 

AC 1 ' AC*" T 
Cc' 



= 1, 



er 



EC l ' CD 1 

was beweist, dass ED eine Ellipse ist, deren Halbaxen CE und CD sind. Die Höhe 

des Parallelogramms ist also ein Stück dieses elliptischen Bogens, das zum Aaen- 

_ /"h« _ (h 1 _ a l ) x* ' 
stück dx gehört, mithin (§. 50, 1) gleich y — _ x< ^ — dx gesetzt werden kann, 

wenn (dx unendlich klein , und) CE = a ist. Also ist, da ab : AB = ac: AC, und 



CD 1 - 1 ' AC'- 1- M' AC-V AB'^-^V h*' 



AC* CD 1 

wenn man AB durch b bezeichnet , die Fläche jenes Parallelogramms zu setzen : 
Sey nun : 

a) h J >a 2 und dann h'-a ^h'« 1 , so ist ± Vh«-(h'-a*)x' = -Jj- Vh*-«*x*, 
also die Fläche : 

± V^T' = i [| + f>(— t)]-t - 



bh 
2 a 



arc (sin = o) , 



ab 



wo -s- = d = der Fläche des Dreiecks ABC ist. 

b) h l <a ? , h' — a 2 = — ß 2 h\ so ist die Fläche = 

£•('+*)■ 

III. Bei der gewöhnlichen Pyramide verhalten sich die Dimensionen (Seiten) 
der mit der Grundfläche parallelen Schnitte wie die Entfernung derselben von der 
Spitze, so dass man sagen kann, es entstehe dieselbe, indem Fig. 39. 

eine ebene Figur sich parallel mit sich selbst bewegt, und da- 
bei ihre Dimensionen proportional dem durchlaufenen Wege 
vergrössert. Gesetzt nun aber, die bewegte Figur vergrössere 
ihre Dimensionen im Ycrhältniss der Quadratwurzel der Ent- 
fernung von der Spitze, so entsteht eine Pyramide, deren Kan- 
ten statt gerader Linien Parabeln sind (Fig. 39). Ist nun h 
die Höhe der Pyramide, d. h. die Entfernung der Spitze E von 
ABCD, x der Abstand des Schnitts ab cd von F, G der Inhalt 

der Grundfläche, so ist der Inhalt des Schnitts ab cd = G-jp, so das« der Inhalt der 
ganzen Pyramide = 

O/ - r 8x = G.— - = -i-Gh. 
J o h 2 h 2 
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■ ' 

Hat man eine abgekürzte Pyramide dieser Art und ist g deren obere Fläcbe, h 
die Höhe, x die (unbekannte) Entfernung der oberen Fläche von der Spitze, so ist 

g _ x gh 

G~x + h' X_ G-g' 
also die abgekürzte Pyramide: 

i-G(h-Hx)-i-gx = ^(G-hg)h. 

Um diese Resultate zu erhalten bedarf es der Annahme, es seyen die parallelen 
Schnitte ähnlich, nicht, sondern es genügt, dass die Flächen der parallelen Schnitte 
sich verhalten , wie ihre Entfernungen von der Spitze der Pyramide. 

IV. Gesetzt ein Körper sey so beschaffen, dass wenn man (ebene) 
Schnitte' durch denselben, parallel einer festen Ebene, legt, die Fläche eines 
solchen Schnitts , der in dem Abstand x von der festen Ebene sich befindet, 
durch den Ausdruck A + Bx + Cx' + Dx 5 gegeben sey, wo A, B, C, D von 
x nicht abhängen, so ist der Inhalt eines Stück des Körpers, das zwischen 
zwei mit der festen Ebene parallelen Schnitten liegt, die in den Entfernungen 
a und b (b > a) von derselben gezogen sind, gleich 

j (A + Bx + Cx' + Dx'Jiii. 

Sey nun \\ der Inhalt des Schnitts in der Entfernung a (Grundfläche), F, 
der Inhalt des Schnitts in der Entfernung b (obere Fläche) , F s der Inhalt 
des Schnitts in der Entfernung \ (a + b), d. h. des Schnitts in der Mitte 
zwischen beiden, so ist, wenn man b — a — 2h , also b = a -f- 2h , \ (a+b) 
= a + h setzt, in §. 46, XI fürx 0 bloss a, für y 0 , y t , y, aber F t , F,, F s zu 
setzen; demnach 

j '(A-i-Bx + Cx^Dx^x^-^lF, + 4F,H-F,). 

• 

Ist also h die Höhe eines von parallelen Grundflächen begräuzten 
Körpers, sind ferner die mit diesen Grundflächen parallel geführten Schnitte 
so beschaffen, dass die Flächen derselben durch A -t- Bx-f- Cx' -4- Dx 1 
gegeben sind, wo A, B, C, D Konstanten und x der Abstand eines Schnitts 
von der Giundtiäche (allgemein von einer mit der Grundfläche parallelen 
festen Ebene), so ist der Inhalt desselben 

~(g + 4v + G), 

wo g, G die Inhalte der beiden Grundflächen, y die Fläche des Mittelschnitts 
(in der halben Höhe durch den Körper gelegten Schnittes) ist. 

Hieher gehören die sämmtlichen Körper, welche die elementare Stereometrie 
betrachtet, so wie die so genannten Obelisken; * die in I — III hier betrachteten werden 



* Man pflegt unter Obelisk einen Körper zu verstehen, dessen obere und untere Fläche 
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ebenfalls nach derselben Formel berechnet werden können , eben so eine Menge 
Rotationskörper u. 8. w. — Das« einige der Konstanten A, B, C, D auch Null seyn 
können, versteht sich von selbst. 

V. Diese Formel lässt sich zur Aufstellung einer Näherungsformel be- 
nützoo. Gesetzt nämlich, man habe einen von zwei parallelen Flächen be- 
gränzten Körper, dessen Höhe = h sey; man theile letztere in 2n gleiche 
Theile und mache in den Theilpnnkten Schnitte durch den Körper parallel 
mit den Grundflächen. Die Flächeninhalte dieser Schnitte seyen : 

g> 7n y»» ytn— i, G. 

Alsdann wird man das Körperstück, das zwischen den Flächen g und 
ft» y*» ••••»» yj«»— t una< G Hegt , desto genauer als einen Körper ansehen 
können, der nach obiger Formel berechnet wird, je grösser 2n ist. Daraus 
ergibt sich dann wie in §, 46, X als sehr genäherten Inhalt des Körpers : 

6 b - [g -+- G 4- 4(y» 4- y, 4- . . . 4- ys..-i) 4- 2(y, + y« 4- . . . 4- y«.-t)]. 

Allgemeiner Ausdruck. 

VI. Unter Beachtung von §.39, IV kann man den Inhalt eines hier 
überhaupt betrachteten Körpers gleich setzen dem eines 
Prismas von derselben Höhe mit dem Körper, dessen Grund- 
fläche aber der mittlere Werth aller Schnitte ist. — Dieser Aus- 
druck eignet sich für alle Hotationskörper, die ohuehin sämmtlich hieher 
gehören, und ersetzt §.49, VII. 



parallele (aber nicht nothwendig ähnliche) Vielecke von gleicher Seitenaczahl und dessen 
Seitenflächen (ebene) Paralleltrapeze sind. Dabei können sogar einzelne Seiten der parallelen 
Hächen zu Null geworden seyn, so dass die betreffenden Seitenflächen Dreiecke sind. 

Die bekannteste Form ist der Ponton, dessen obere und untere Fläche Rechtecke sind. 
*Sind A, B die zwei verschiedenen Seiten des untern Rechtecks; a, b die mit ihnen parallelen 
des obern ; so ist G = AB , g = ab . Der Mittelschnitt ist gleichfalls ein Rechteck , dessen 

Seiten \ (A 4- a) , { (B 4- b) sind , so dass dessen Fläche = ( —tJ)A±}} ist> Nach der ^ 

geführten Formel ist also der Inhalt des Pontons: 

[AB + (A + ») (B4-b)4-abl~, 

wo h die Höhe desselben bedeutet. 

Man vergleiche hiemit meine „ebene Polygonometrie 1 * S. 68, Note. Die dort gelöste 
Aufgabe gehört offenbar hieher und würde leicht nach der angegebenen Weise gelöst werden 
können. 
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Neunter Abschnitt. 

Die Theoreme von Taylor und Maclaurin, nebst deren 

Anwendungen. 

§. 52. 

Taylor'« and M&claarin's Satze. 
I. Es ist identisch (§. 26) 

Jr (x)8x = f(x)-+-C. 

Setzen wir hier (§. 28) x = a -h h — z , woa and h Konstanten sind , so ist 

8x . . 
---1, also 

J*f(x)Qx= yf(x)^8z = - yf(a + h-z)8z, 

so dass auch 

— y^Ca-l-h — z)8z = f(a + h — x) + C. 

J*f'(* + h - z),8z = - f(a + h - z) - C . 

Dabei ist aber f (a + h-z) nicht etwa der Differentialquotient von 
f (a -t- h — z) nach z, sondern der von f (x) nach x, wenn x schliesslich durch 
a ■+■ h — z ersetzt wird. Natürlich ist eben so 

yp(aH-h-x)8x = -f(a-f-h — x) — C. 
worin f (a -4- h — x) = wenn nach der Differentiation u = a + h — x 

v ' 8u 

gesetzt wird. Aus dieser Gleichung folgt (§.41) 

f\ (u) 8 x = - f (a) + f (a -f- h) = f (a -t- h) - f (a) , 

so dass also 

f(a + h)-f(a)=y%(u)8x, (a) 

wo u = a + h- x endgiltig zu setzen ist. 

Auf das Integral der zweiten Seite der Gleichung (a) wollen wir die 
Formel der theilweisen Integration (§. 27) anwenden. Wir setzen dabei 



y = f'(u) 

Px 



z = x. 
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Taylor'* Satt. 203 

so das8 

yf*(o)8x = xf(u) •+- Jxt*(n)9x, 

y^r(u)8x = hf (&)+J % \t*(u)dx (§.42, V). 
Auf dieses Integral ist wieder dieselbe Formel anzuwenden, wobei 
y = f». 8, = ^ also ^=-elT8i = ~ f Z = T' und 
y xf l (u)8x = ^f*(a-l-h-x)4-y"^f»(n)8x, 

y^xf*(u)8x = ^fMa)- + -/ o h ^f»(o)8x. 

Unter fortwährender Anwendung der Sätze in §.27 und §.42, V erhält 
man so: 

yT. x ! ^3 /»h -» 

/rs«* <"> 8l = 2Xi ,,(i + h " «> + /iTJ * ,( ° ) 8 '- 
/.r3™ 8l =2— ^V.o^™ 8 *' 

» . • 
* 

wo P(a) den Werth von ^JJ°^ fiir u = a [oder von F (x) für x = aj be- 
zeichnet, und 2 . 3 ... n — 1 das Produkt der ganzen Zahlen von 2 bis n — 1, 
2 . 3 . . . n eben so das Produkt der ganzen Zahlen von 2 bi6 n. 

Setzt man diese Werthe in die Gleichung (a) ein , so erhält man nach 
einander : 



f(a+h) T f(a)=y]V(u)8x 

= hf'(a)+y^xf , (a)8x 



<b> 



= hf (a) + ^ f (a) + r~f* (u)j) x 



2 

2.3 ' 



= h f (a) + %■ f « (a) + ^ f J (a) + j^f^ f* (u) 8 x 



h r (a) + ^ v (a) + + f n W + / h ö-f"— (u) öx . 
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204 Maclaurin's Satz. Rostglied. 

Daraus also 

f (a + ^= f (a) + y f (a) + ^f* fa) + ^ f*<a) + 



h" /* h x" 



o) 



Diese Formel bildet den Taylor 'scheu Satz. Sie setzt voraus, dass 
für alle angewandten bestimmten Integrale die Grössen unter dem Integral- 
zeichen innerhalb der Integrationsgränzen endlich sind (§.39, I, §.41, I), 

f*(«), f» , f-'Oi), (u = a+h-x) 

von x = 0 bis x = h, d. h. von u = a + h bis u = a endlich seyen. Nach 
§.10 sind aber P (u), f n -'(u), f(u) stetig (also endlich) wenn P*' (u) 
endlich ist, so dass diese letzte Bedingung genügt 

Setzt man in der Formel (1) a= 0, so ist sie 
f(h)=f(0)^-A r( o) + A , f M o) + ...-H-^L^f.(0)- f - r T il_ f n + .( T )8,,y=h-x. 

1 1 •« 1.6..D J o 1 • • • n 

oder wenn wir a statt h schreiben: 

f (a) = f (0) + y r (0)+ » <ß) + .... + y^ f ■ (0) + J % ^ T ^— fwl (t) 8 x , (2) 

wo v = a — x. Diess ist Maclaurin's Satz. Er verlangt, dass P +1 (v) 
endlich sey von v = 0 bis v = a, wobei bekanntlich f r (0) den Werth von 
i T (v) für v = 0 bedeutet. 

Der zweite Satz ergibt sich hiernach aus dem ersten, so dass wir letztern, 
als den allgemeinern, genauer untersuchen wollen. 

Restglied. 

II. Aus (1) folgt, dass wenn man setzt 

f(a + h) = f(a)+|f(a)+ j ^fHa) + .... + r ^ ; f»(a), (3) 
mau der zweiten Seite noch zuzufügen habe : 



»8x, u = a + h-x. (4) 

o 1 -Z . . p 

welche Grösse desshalb das Ergänzungs- oder Restglied heisst, das wir 
nun weiter betrachten wollen. Wir bemerken aber vorher, dass wenn man 
in (3) n = 0 setzen will, diess heisst, man schreibe f(a + h) = f(a); als- 
dann ist (4), nach (b), gleich (u) 9x; setzt man n — I , so ist f (a-hh) 

= f(a) -f- yf (a) gesetzt und (4) ist, ebenfalls nach (b): J*^ f 2 (u)dx. 

Wenden wir auf (4) den Satz (7) des §. 39 an, in welchem a =^ 0 ge- 
wählt werde, 60 dass 
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Zweite Form von Taylor's Satz. 205 



f.' 



F(x)8x = hF(0h), (c) 

80 ist F (x) = f" +l (u). In dieser Grösse ist statt x zu setzen eh, 

wodurch u = a + h — xzua + h — 0h = a+(l — ©) h wird , so dass (c) 
gibt: 

0 ist dabei ein ächter positiver Bruch; setzen wir also 0= 1 — ©,, d. h. 
©4 = 1 — 9, so ist auch 0 t ein positiver ächter Bruch. Dadurch wird 

oder, da 0 t eben eine zwischen 0 und 1 liegende Zahl bedeutet, was wir auch 
kurzweg mit 0 bezeichnen : 

wo © zwischen 0 und 1. 

Wir können aber auf (4) auch den Satz (8) des §. 39 anwenden, wenn 

wir dort F(x) = - r - 5 — setzen, da diese Grösse ihr Zeichen nicht ändert, 

wenn x von 0 bis Ii geht (wo h positiv oder negativ seyn kann). Alsdann 
ist bloss in f* +1 (u) für x zu setzen @h, da das a in jenem Satze 0, b— a 
aber h ist. Dadurch wird f n+1 (a) = f n+t (a-f-h-x) zu f"* 1 [a -+- (1 — ©)h], 
oder da auch 1 — © zwischen 0 und i liegt, wie so eben, zu f m+l (a + 0h). 
Demnach auch 



(a) 



Für n = 0 heissen die Formen (d) und (e) beide 
wie der Satz (c) unmittelbar gibt 



§. 53. 

Zweite Foim der beiden SAtze. 

I. Mittelst der Entwicklungen in §. 52, II (d) und (e) nimmt nun 
Taylor's Satz die folgenden zwei Formen an: 

• f(a+h) = f(a) + yf(a)+^f(a) + .... 

h .f-(a) + ilZ^l^!f« + i(a-Keh), (B) 



1 . 2. .n 1 .2. . .n 

f (a+b) = f («> + !■(») + ^1 f (») + ... . 
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206 Unendliche Reihen beim Taylor sehen Satze. 

worin © zwischen 0 und 1 liegt , alle vorkommenden Grössen endlich seyn 
müssen, namentlich aber f 0 " 1 " 1 (x) endlich seyn mnss von x = a bis x = a-Hh. 

Als spezielle Formen mögen zugefügt werden : 
f ( a -i- h) = f (a) -+- h r (a -I- 0 b) ; 

f(a + b) = f(a) + |f(a) + ü^f , (a+0b), 

f(a + h) = f(a) + Yf(i) + j^f s (a + 8h), 

von deneu die zwei letzten sich aus (6) und (5') für n = .1 ohne Schwierig- 
keit ergeben; die erste für n = 0 daraus gefolgert werden kann, wenn man 
1 .2. . n alsdann = 1 setzt. (Vergl. T Anhang" unter H). 

II. Setzt man in (5) und (5') a = 0 , dann a für h , so erhält man : 
f (a) = f(0) + |f(0) + ^f'(0) + .... + y-^ f - (0) + 1 .2. . n ' (öa) ' (6) 



f(a)==f(0)H-yf(0)-h^f'(0)4-....-h r ^f°(0)-t- 1>2 *'^ t f+'C«). (6') 



worin wieder alle vorkommenden Grössen .endlich seyn müssen, namentlich 
aber P"*"' (x) endliche Werthe haben muss von x = 0 bis x = a. Als 
speziellen Fall kann man zufügen : 

f(a) = f(O) + i-r(0a), 

Die herkömmliche Form der Sätze (5) und (6) verlangt, dass x an die 
Stelle von a gesetzt sey, unter der wir sie auch anwenden wollen. 

* Unendliche Reihen. 

III. Lässt man in der Formel (3) des §.52 die Zahl n wachsen, so 
nimmt die Zahl der Glieder der zweiten Seite zu. Ist nun das Ergänzungs- 
glied (4) so beschaffen, dass dasselbe mit unendlich wachsendem n mehr und 
mehr gegen Null geht, d. h. ist 

Pr^-zf n + l (»)**=0> (7) 
j o I • n 

wobei Qr sich auf ein unendlich wachsendes n bezieht, so kann man die 
Reihe (3) iu's Unendliche gehen lassen, also setzen: 

f(a + h) = f(a) + |r(a) + ^(a)+ ^ f » (a) + (8) 

wobei wir durch die Punkte , denen kein letztes Glied folgt, andeuten, man 
solle die angefangene Reihe nach dem in den ersten Gliedern ausgesprochenen 
Bildungsgesetze unbegränzt fortführen. 

Da wir (7) als bestehend ansehen, so wird man, wenn man immer mehr 
und mehr Glieder von (8) zusammen nimmt, der Grösse f(a-hh) immer 
näher kommen. Desshalb nennt man f(a + h) die Summe der unendlichen 
Reihe in (8). (Vergl. §. 6, II und §. 60). 



■i 
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Man kann diess in schärferer Form auch schreiben : 



^[f(«) + yf , (a) + ....4- T ^f-(a)] = f(aH-h), (9) 

wo Gr sich auf unendlich wachsende n bezieht, und wobei natürlich (7) als 
richtig vorausgesetzt ist. Benützt rn^i die in §. 52, II gegebenen Formen 
des RestgHeds, so hat man also: 

f(x+h) = f(i) + }f(,) + ^r(,)-f^ r3 f»( l) + (10) 

wenn 

(1— ö) n h B+1 h n -»-i 

<*" 1.2..,, ^t+e»^' «der *__ r f^. (s+ e w =a (ioo 

Eben so aus (6) : 

ffc) = f<p>+-5-r<0) + ~f» (0) + ^ f » (0) + (ii) 

wenn 

^ , g H f0+! = °. 0d " ö* — f+«(«x) = 0. (11') 

Hilfsmittel, um die Richtigkeit Ton (10') oder (HO tu prüfen. 

• 

IV. Sollen die Sätze (10) und (II) angewendet werden, so hat man 
vor Allem zu prüfen, ob die Gleichungen (10') oder (11') erfüllt sind [oder 
auch (7)]. Diess geschieht entweder ganz unmittelbar, oder mittelst des 
folgenden Satzes. 

Seyen u t , u a , .... u„, ... eine Reihe endlicher Grössen so beschaffen, 
dass für sehr grosse n immer 

— <1. 8oUtöru„=0, (12) 

Du 

wobei das Gränzzeichen, wie in III, sich auf unendlich wachsende n bezieht. 
Dabei beachten wir die Vorzeichen der Glieder obiger Reihe nicht, nehmen 
also alle kurzweg positiv. 

Ist a eine Zahl kleiner als 1 {die nöthigen Falls beliebig nahe an 1 
liegen kann) , so wird man hiernach für ein sehr grosses (ganzes, positives) 
m setzen können : 

n m -t-l ^ Om+I »m+J ^ OuM-r . 

-^- <a ' u^ <ö * ^ <a ' ^z <a - 

Durch Multiplikation : 

O m +t Dm+3 Um-t-r 



• • • 



<a', d.h.=^ r <a% 

oder 

Da nun u m , wie alle Glieder, endlich ist, so ist u m er* endlich und 
klein, da die Potenz « r in dieser Lage ist; u m + r bedeutet das m+r" 
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208 Bildung der unendlichen Reiben. 

Glied der Reihe; ist also r sehr gross, so ist u m+r ein weit vom Anfang ab- 
stehendes. Da dasselbe als positiv angesehen wird, so hat man also 

o<Co,B-f f <!«'«»• 

Nun nähert sich a r mit wachsendem r beliebig der Null, * also (§. 7, I) 
nähert sich u m + r mit wachsendem ebenfalls der Null. Diess ist in (12) 
ausgesprochen. 

Die Anwendung dieses Satzes für unsern Fall ist leicht Soll man 
etwa untersuchen, ob die zweite Gleichung (10') richtig ist, so ist jetzt 

1.2..n-H 

man hat also zu sehen ob die Grösse 

—5 -f— *(x + 0h) 

1.2..IH-2 [ 

1.2.. n-M ' 
für grosse n immer kleiner als 1 ist, und weiss dann, dass wenn diess der Fall 
ist, auch die fragliche Gleichung (10') stattfindet. 

Wäre der Quotient > 1, so würden die Glieder der Reihe u t , u,,... 

8a 

schliesslich wachsen, und die Gleichung Qf u n = 0 könnte nicht bestehen. 

§.64. 

Bildung anendlicher Reihen mittelst obiger Satze. 

Wir wollen von den Sätzen in §.53, III und IV zunächst einige An- 
wendungen auf die Bildung unendlicher Reihen machen, werden jedoch die 
Beispiele nicht sehr zahlreich aufführen , da dieser Gegenstand von minderer 
Wichtigkeit ist. (Vergl. auch „Anhang" unter 

Die Binomialreihe. 

L Setzt man in der Formel (10) des §. 53 f(x) = x m , so erhält man (§. 18, II): 
(x + b)-==x» + ~mx 0 - 1 + ^m(m-l)x«- , + r ^ 5 m(m-l)(m-2)x"- 1 + ..., 
d. h 

m ., m (m — 1) , in (m — 1) (m — 2) m , 

(x-+-h)- = x B, 4- — x»-'h+ \ 0 / x»- t h > + '\ -'x^-"!! 3 + 03) 

1 1 . Z 1 . — o 

welche Formel den allgemeinen binomischen Satz ausdrückt (§. 5 und §. 18'). 
Darin ist m eine beliebige konstante Zahl. — Die Reihe (13) ist endlich, wenn m 
eine positive ganze Zahl; in allen andern Fällen ist sie unendlich. 



* Man kann r immer gross genug nehmen, damit a T <Cß, wo (i beliebig klein. Es 

lopß 



genügt dazu dass r> 



loga 
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Die Binomialreihe. 209 

Da jetzt f" (x) = m(m— 1) . .. (tu — n -t- 1) x"—\ f"+ l (x) = m(m — 1) 

(in — n)x n, ~" -1 , so ist das Ergänzungsglied, das in der ersten Gleichung (10') vor- 
kommt: 

m(m - J) 2 ;.-- ( r "' «-^-'(x+eh) . 

Um nun zu sehen, ob dasselbe mit unendlichem n verschwindet, hat man nach 
§. 53, IV den Quotienten : 

na (m — 1) — (m — n — 1) 



*2 (n-H) m — n— 1 (1 — 0) h 

l .z. . . . n 

zu untersuchen. Derselbe ist auch 

Vn+l V , . rt h x 
und wird für wachsende n gegen 



x 



1-H h 

x / 



(a) 

h 



gehen (ohne Rücksicht auf das Vorzeichen). Diese Grösse ist nun < 1 , wenn 
zwischen — 1 und -+- 1 liegt. Denn ist 

1) -£->0und <1, soistH-0-^>l, 1-0<1, also— -^<1 und folg- 

1 -+- e- 

X 

lieh, da |- auch < 1 , die Grösse (a) jedenfalls < 1. Diess ist selbst für 0 = 0 
der Fall , da dieselbe dann einfach — ist. 

2) |- < 0 aber > — 1. Alsdann ist 1 4- 0 ~ < 1 und wenn wir y = — « 
setzen, wo cr< 1, so ist l + ö| = l-6a; aber 0a < 9, also 1— 0«>1— 0, 

| 0 

und mithin 1 _^ g < 1 , so dass wieder die (a) kleiner als 1 ist. 
h 

Wäre — > 1 , so kann man dasselbe nicht mehr erweisen. 

Demnach gilt die Formel (13), ausser bei positivem ganzem m, 

h h' 
wenn— zwischen — 1 und H- 1 liegt, d. h. wenn ^ < 1 . 

So für x = 1 , h = a : 

„ i + s^pi ». + -(-- ') <° -» ». + ..<,. 

Die Reihe für den natürlichen Logarithmus. 

II. Ist in derselben Gleichung (10) f(x) = f (*), so erhält man (§. 18, II): 

^ , / x k lk' 1 k' 1 h* 
, (l + h) = /(x) + __ I _ + _____ + (14) 

Ulvnfer, Dlfltertntial- u. Intefral-Rechavog. X. Aufl. 14 
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210 Die Reiben fttr l (x), e* , sin x , cot x. 

Jetzt ist f"(x) = ± 1 - 2 ^"~ 1> > f'-'(x) = H:^ n ~ U ; also in (10'): 
1.2. ..n (1-W)" ,_ T (l-e)"h^' 

+ (x-i-eh)-^ ' i.2...n (x-f-eh)»-» • 



Der Quotient — in §. 53, IV ist 

U„ 



(xiWh)^' _<i -9)b _ i — e 

(l-e)»h n+1 x + »h ~ 1+e _h » * 



(x+eh)» +i x 

genau die Grösse (a) in I. Demnach gilt (14) für 1 . 

Die Reihe für e' . 

III. Setzt man in (1 1) f (x) = e' , also f ■ (x) = e' , f" (0) = 1, so ist 

e, = 14 -T^^r^3 + < ,6 > 

diese Grosse mit unendlichem n verschwinde, muss nach §. 53, IV der Quotient 

e 



1.2..n-f-2 _ _x_ 

x »-n ex - n-f-2 
e 



1.2..n-f-l 



für sehr grosse n kleiner als 1 ist. Was auch x seyn mag, ist diess der Fall, so 
dass wegen der zweiten Gleichung (11') die (15) für alle x gilt. 

Die Reihen für Sinus und Cosinus. 
IV. Setzt man in (11) f(x) =«nx, so ergibt sich: 

J_ X» X» X 1 

mX ~ 1 1.2.3 + 1.2.3.4.6~1.2..7 + 

Jetzt ist 

rT^ , " , »«-rx^*»«-'- : T i <<>- or«* »■*"■) 

n-t- 1 

Da nun immer sin (0 x -h — n) zwischen — 1 und -+- 1 , so rerschwindet diese 

Grösse, wenn l 2 mit unendlichem n rerschwindet. Für diese letztere ist 

(§. 53,1V): 

x n-t-l 

1.2..n-+-2 x 



x» +l n4-2' 



1.2..n+l 

wie in III. Demnach gilt (16) für alle x. 



. • . . •." 
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Ermittlung der Fehlergränw. 211 

Dasselbe erhält man, wenn man, indem in (11) f(x) = co*x gesetzt wird, 
die Reihe 

x' x* X* 

COS X — 1 — H 1_ (t<7\ 

12 1.2.3.4 1.2..fi^ - (l7> 

untersucht. 



V. Aus III. folgt leicht, dass 



ax , a s x s a'x 3 



1 1.2 1.2.3 



und wenn man hier a = i = V— 1 setzt und beachtet , dass i 2 = — 1 , j»= — j, 
i*= -f- I , 



e 



i.« i..4 •■ • + \T~"r2~3 + r^5~ -J^^+'^x, 

woraus 

(cos x-H «nx) n = (e 1 = e» ' 1 = eo, (ni) 4- i «n (n x) : (cos x - i sin x)" = cos (n x) - i «n (n x). 
Diese Resultate haben wir in §. 4. so wie in §. 9 schon nSher betrachtet. 

- 

§.55. 

Ermittelung einer Feblergränse. 

Die Formeln des §. 53 dienen nun noch zu einem andern wichtigen 
Zwecke. Man ist nämlich mittelst derselben im Stande, die Fehlergränze 
zu bestimmen , wenn man die dortigen Reihen bei einem bestimmten Gliede 
abbricht. Setzt man nämlich 

f(i + b) = f(i)+|p(,) + ^r( x ) + . l .. + JL f .( x)) (a) 

so ist der begangene Fehler = J'"^ f" +1 (x H- 0 h), * und wenn man den 

größtmöglichen Werth dieser letzteren Grösse ermittelt, oder überhaupt 
einen Werth, der grösser ist als dieselbe, so ist der begangene Fehler sicher- 
lich kleiner als diese so erhaltene Grösse. Aehnlich verhält es sich mit 

1 2..n+i f ( ex )' wenn man 

f(x) = f(0) + ^f'(0)-H^P'(0)-h....-+--^— f«(0) (b) 

setzt. Wir wollen diess an einigen Beispielen erläutern. 

Fehlergrenze beim Binom. 

I. Sey in der Formel (a) f(x)=x m , also f"(x) = m (m— 1) . . . (m— n-t-1) x" ,_u , 
f " +l (x H- 9 h) = m (m — 1 ) . . . (m — n) (x H- @ h) m -"-\ so ist wenn man 



• Bein = o, d.h. wenn man f(x-f-b)==f(x) setzt, ist der Fehler b V (x -h 0 h) ; für 
n = 1 . d. h. wenn f (x b) = f (x) ■+- b f (x) , ist dieser Fehler = y f" (x + 0 h) , wie diess 
aus §. 63, I sofort hervorgeht. 

> 14 * 
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212 .Fehlergrenze beim 

(x + hr = x ~ + !l h + E^zH ^ h ^ „ + m <— 1 > - < m - n -t U h » (C ) 
1 1 • & i , ü . . . . n 

setzt, der begangene Fehler gleich 

1.2...o+l v 7 1.2...n-M Vx-(-eh7 

In jedem einzelnen Falle wird es leicht seyn, (irnnzen für diese letztere Grösse 
anzugeben. 

Sey z B. m = — 1, n = I , also 

1 J_ ^ 
H-b~x »»* 

1 Z' h Y h* 
so ist der begangene Fehler = x ^_^ yj^fs^J = ( x -r-0h)» ' so ,,ass ' Wenn x und 

h* 

h positiv sind , derselbe sicherlich kleiner als -p ist. Sind dagegen x und h von 

verschiedenen Zeichen , aber der Werth von h geringer als der von x , so ist der 

h* 

begangene Fehler kleiner als Für * = 1 und h>0 ist der begangene 

Fehler also kleiner als h l , d. h. wenn man 

1 =l-h 



1-hh 

setzt, so fehlt man nicht um h 1 . (Es wird von diesem Satze namentlich vielfache 
Anwendung gemacht.) 

II. Sey m = — , n = 1 , so ist wenn man setzt 
der begangene Fehler gleich 

± L (i_ ,) (1 + eh,V-^) = - lg T—Ü-r-. 

1.2 rVr J Vl + Ob/ 2r ^ (x + ah) „_, 

Ist nun x sowohl als h positiv , so ist diese Grösse (ihrem absoluten Werthe 
r — 1 h 1 

nach) geringer als -w~r 1 » 8° dass man also nicht um diesen Werth fehlt; 

ist aber — < 0 , jedoch seinem Werthe nach unter 1, so ist der Fehler geringer als 
r - 1 h* 

V /(x + h)«-' 

Für x = 1 , h > 0 ist also 

l/(H-h)=H-~ 

r 1 h 

und der dabei begangene Fehler ist kleiner als -r-j- h 2 (wo übrigens 1 H zu 

gross ist). Für r = 2 ist V{\ +h)= 1 -+- \ h und der Fehler kleiner als ^. Daraus 
folgt bekanntlich die Regel , dass wenn man aus einer Zahl , die mit J als Ganze 
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Genäherte Warxelausziebung. 2] 3 

anfangt und dann halb so viele Nullen enthält, als man Dezimalstellen in der Wurzel 
haben will, die Quadratwurzel auszuziehen hat, man sie nach der obigen Regel finden 
kann. So ist z. Ii. auf 8 Dezimalstellen genau : 

\/l "00007346 = 1 0*00007346 = 1 00003673. 
Denn der hiebe! begangene Fehler ist kleiner als 

0-00007346* . .00001* 1 
8 d ' h ' < ~8— < 8TlÖ-» ' 

und da diess kleiner als ^q» • 80 isfc als0 der Fehler kleiner als eine Einheit der achten 

Dezimale (in unserem Falle kleiner als eine Einheit der neunten Dezimale). 

Daraus folgt dieselbe Regel, wie so eben. So ist auf 6 Dezimalen genau 

1/1000627 = 1 +~ 0000627 = 1000209 , 

denn der begangene Fehler ist kleiner als yO"000627 J d. h. < y (j^f) <y jfii 
< . Eben so lassen sich sehr leicht die folgenden nützlichen Regeln beweisen : 

Genäherte Wurzelaussiehung. 

III. Behält man von einer ganzen Zahl mehr als die Hälfte der ersten Ziffern 
und ersetzt die übrigen durch Nullen, so wird die Quadratwurzel aus letzterer Zahl 
nicht um 1 verschieden seyn von der Quadratwurzel der erstem. 

Ganz dieselbe Regel gilt, wenn man „Hälfte * und „Quadratwurzel" durch 
„Dritter und „Kubikwurzel" ersetzt. 

Ist a die erste Zahl, a die zweite, so ist a = «-t- (a — a) und wenn man in (c) 

x — «, h = a — tt setzt, ferner m = , n = 0, so ist für Va = V<x der begangene 

Fehler gleich \ [u + 0 (a - «)] 1 [ a ^a- «) ] = T V\a+0{"^] ' d " h " da 

1 a — a 

a — a > 0, dieser Fehler ist kleiner als -jr -—. — . Da nun a — a nicht die Hälfte 

c ya 

a — a 

der Ziffern von a, d. h. auch von « enthält, so ist immer -gy^ unter 1 > was unsere 

9999 

Behauptung rechtfertigt (da z. B. 2/100000000 ^ ^' 

» 8 1 4 

Für den Fall der Kubikwurzel ist bei V*=Vct der Fehler gleich ^ [«-f-@(a-«)r 

a — a 1 a — o 1 a — a 

\"T1 > also kleiner als -5- 3 und da a — « nicht 2 

a + ö(a-«) 3 Wa+e(a _ ß)] , 3 y ^ 

Drittel der Ziffern von a oder « enthält, so ist diese Grösse unter 1 (zum Beispiel 



-O). 
3/10000000* 

So werden */835472532 und V835470000 nicht um 1 ; ^325*734825 und 
1'325'730000 nicht um 0001 verschieden seyn u. s. w. * 



13 13 
* Daraus folgt, dasg wenn man V y auf 5 Dezimalen genau haben will , man y blos 
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214 Genäherte Wurzelausziebung. 

n 

IV. Gesetzt? man solle Va mit m Zittern genau ausziehen und wälilea — ufüra, 
so müssen also Va und Va- « in den in ersten Ziffern übereinstimmen; dazu ge- 

, Va-yV-«) ^ 1 » 1 a 

nugt es, dass - <d VTj^ sey. Nun ist V a — n = Va' — , so 

Va n V(a-0a)'-' 

dass also 

.< L 01 < i. 

» t Am • n ii ^» l /im 



n Ii ^- 1 Am » n n i rim 

nV'(a-0a)"-Ya ^ Va V(a ~ 



seyn muss. Macht man — ^in«« 80 ' 8t dieser Bedingung gc- 

V-(a-a)V-(a ^ 

nügt, so das» also ^~<f^i • ^T^ iO'M-n ■ Nun ist n> 2, n < 10"\ also 

,om 1 +n > io-»+io»' d - h - > i^-' ,ind also braucht blos * zu se y n - wor * 

a — (a — a) 1 

aus dann folgt a ^ 10" * S0 daSS a und a — w in den m 1 ersten Ziffern 

V7375300 

zusammenstiinmen müssen. * Soll z. B. y — - — auf 2 Dezimalstellen entwickelt 

■•' f 375300 

werden, so müssen also, da y —~ — jedenfalls zwei Ziffern vor dem Einheitspunkt 

376300 

hat , 4 Ziffern dieser Zahl genau werden, so dass — - — auf 5 Ziffern genau seyn 

... 375300 375300 375300« 

muss. Nimmt man nun n -+■ u für n, so hat man = -. » 

it-t-a it {it-\-vay 



auf 5 Dezimalen zu entwickelu brauche, und die übrigen durch Nullen ersetzen kdnne; dass 

s 253 253 
um V-~ auf 5 Dezimalen zu erhalten, man — bloss bis auf 4 Dezimalen zu entwickeln 

brauche u. s. w. 

A — • B l 

* Sind zwei ganze Zahlen A und B (A > B) so beschaffen , dass < — - , so 

müsse u die m ersteu Ziffern zusammenstimmen. Denn stimmen nur die m — 1 erste u zu- 
sammen, so wird A — B nur m — 1 Ziffern weniger haben als A ; die Division von A— B 
durch A gibt also nach dem Eiuheittpunkt noch m — 2 Nullen, die m — l** Stelle kann Null 
seyn, muss aber nicht, die m tv Stelle ist jedenfalls nicht Null. Demnach wäre ganz bestimmt 
^ B 1 " 

— - — >- , wenn nur die m — 1 ersten Ziffern zusammenstimmen (d. b. dieselben sind). 
A lU m 

— Man wird sieb von der Richtigkeit dieser Behauptung am besten durch Zahlenbeispiele 
überzeugen. 

A — B 1 
Soll also — - — jedenfalls < -— , so genügt es nicht, die m ersten Ziffern in A und B 

A IU 

bluss gleich anzunehmen (sie müssen es jedenfalls sein); denn wenn bloss die m ersten Ziffern 
gleich sind, so kann, wie wir eben gesehen (wenn man nur m statt m — 1 spricht) , möglicher 
Weise bei der Division von A — B durch A die m 1 * Stelle nicht Null seyn , wo dann also 

& Jj i 

— ; — >VX»; wart '- Sin<1 aber die m+I ersten Ziffern in A und B dieselben , so ist jeden 
A lu ' 

falls die m tc Stelle nach dem Einheitspunkt Null, und uusere Bedingung also sicher erfüllt. 
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375300a 

so dass der Fehler < — ~i — ist; da nun 5 Stellen richtig seyn sollen, so rouss 

375300 

also der Fehler < 1 seyn (da — - — sechs Stellen vor dem Einheitspunkt hat); da- 
it* 1 

zu genügt a < 3 7530 q . d. h. < 100000 . so dass also, wenn man n — 3 14160 setzt, 
375300 

die Zahl 3 . 141 gQ in ihren 5 ersten Ziffern die verlangten gibt 

V. Will man nach diesen Formeln genäherte Werthe berechnen, so ist dicss 
s 

sehr leicht. Soll z. B. V 25 berechnet werden, so setze man in (c) x = 27, h = — 2, 

1 1 

m = y, und hat 

3 V27' 86 VZI' 3 6 9 VW 

I 

_3 3 9 9 243 81*6561' 

1 12 5 8 

während der begangene Fehler (m = y , n=3, x=27, h = — 2) gleich — 3~ g 9 | 2 

f — 2 \* 1.2.5.8 

V27 — 2 w ( ^7— 2 0 ) ' a ' S0 ne £ afc ' v ' 8t; derselbe ,8fc sicher kleiner als ^- ^ 9 12 

V27 . (:|)*= 0 000006. Nun ist 

|- = 007407407 

¥ "213 = 0 001 82898 3 ~~ 0 07597831 = 2 924021 7 , während 
5 8 
81" 6561 



3 

= 0 00007526 ^25 = 29240177, Differenz = 0 000004 < 0 000006. 



0 07597831 



Logarithmen. 



VI. Sey in der Formel (a) f(x)=Joyx, wo wir unter dem Zeichen log die 

Logarithmen für die Grundzaltl 10 verstehen wollen. Alsdann ist (§. 12, III) f (x) 

1 1 . . 1.2...(n— 1) 

— löge—, f" (x) = — löge — , • • • f"(x) = H — löge, so dass also, wenn 

x x / 

log (x -+- h) = log x + log e - £p + ^ - ± - h -] (d) 

_ h"+ l 

gesetzt wird, der begangene Fehler = +loge ^ _^ ^ ^ + Q^n+i ae 7 D wird. Für 
den Fall natürlicher Logarithmen ist 

'(»+»='«+T-sr' + i?--- ± s: (d-) 

mit dem Fehler + ( n + |) (x-t-Oh)"*' • Wir wollen »»nächst darthun, in welcher 
Weise mittelst dieser Formeln die Genauigkeit der gewöhnlichen Interpolation 
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216 Berechnuug der natürlichen Logarithmen. 

bewiesen werden kann. Setzt man x = a und nimmt h < 1 , so folgt aus (d) 
für n = 1 : 



h log e h 



log (a -+- h) — log* = log e |- 



t « 



2 (a + 0h) 
log(* + l)-log* = log*±- 1 ^ , 

wo & und 0j zwischen 0 und 1 sind. Ist nun a eine ganze Zahl, so geben die Tafeln 
sowohl log* als log (a -hl), also auch deren Differenz = J; die Differenz fo^a-t-b) 
— logei = Ö findet sich sodann, wenn man d* = hJ setzt, vorausgesetzt, dass man 
das gewöhnliche Verfahren anwendet. Nun ist aber 

, h log e h 1 .... h log e h 
= loge - — — ttttt , b J = log e ; 



also 



o = loge- - (a + eh) .. hJ = *y« T 



Die eingeklammerte Grösse, da h < 1 und > 0, ist sicher kleiner als \, und 
und da%e< ^, so ist also 6 — hJ<^,; ist mithin a> 10,000, so ist ö — hJ 

< 400,000,000' 80 da88 ' wenn man ö= h ^ 8etefc . nian nicht um iöo^ööö fehIt * 

was bei 7stellige.n Tafeln vollkommen scharf genug ist. 

VII. Sey in (d'), h — 1 , x = 2 z -h 1 , wo-z > 0, und für h gesetzt 2 n : 

1111 



mit dem Fehler — 



2n — l (2z + ])*»-« 2n(2z-+- 1)*»' 
1 



(2n-M) (2z-f- 14-0)«»+' ' 
Eben so für x = 2 z -+- 1 , h — — 1 : 

1 1 1 



*<2z) = f(2z+l)- 



2z-hl 2(2*4-1)* 
1 1 11 



mit dem Fehler = 



2n-i (2z +1)»»-' 2n (2z4-l)« n ' 

(— l)* n+l — 1 



(2n4-l) (22 + 1- 0,)«»+' (2n4-l)(2z4-l-0 1 ) ,n - , ' 

Subtrahirt man beide Resultate, so ist : 

/^2z + 2\_ T 1_ 1 1 J l i 

V 2z ) [_2z4- i + *3 (2*4-l)'" + ~ " + 2n^n (2 z 4- 1)»—' _T 

mit dem Fehler (2b+ + + (2 n + l) (2,4-1-«,)«-' ' Die8er 

Fehler ist jedenfalls kleiner als 

(2n4-lM2z4-l)«"- , ^(2n4-l)(2z)'"*» 2n4-l L (2z4- l) tn " (2z)«"- 1 J 
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Die Exponentialreihe. 217 



Aber — ^ — = — — , so dass also auch 



+ _! L 1 

2n — 1 (2* + l)«—'J' 



wobei der Fehler kleiner als 



oder noch kleiner als 

2 m 



2n-+-l V(2z-M)«"+' ^ (2i)«»-' J' 

1 r 1 , 1 ^ 



d h ' *** 2n"+T (2z)«-' ,8t - 

Setzt man nun hier z = 1 , so ist 

' < a) = <T + T ? + T ? + • • • • + ü=l • Fd " CT < H¥l 2^ • 

1 2 1 1 

Soll der Fehler etwa < ^ » e yn, so niuss 2o + i jjj^j höchstens = jqt , d. h. es 

rauss (2n-h l)2 ,n mindestens = 10 7 seyn. 
Dann für z = 2 : 

5 1 



l » = '»+<y+TF + -'-- + il^i5S=i> Feh,er <: 



2n+14«"-\ 
u. s. w. 

Die Exponentialfunktion. Trigonometrische Funktionen. 

VIII. Sey in (b) f (x) = e 1 , so wird also wenn 

der begangene Fehler = y-^ — e seyn. Diese Grösse ist bei positivem x kleiner 
als 1 2 , bei negativem x dagegen kleiner als 1 % p+1 . So ist für x = 1 : 

•= I + T + r2 + « 

und der begangene Fehler kleiner als ^ ^ ^-n ' 

Da wir o jedoeb in §. 8 bereits berechnet, so wollen wir darauf nicht wieder 
zurückkommen. 

IX. Sey f(x) = «'nx, so ist aus (b), wenn man 2n für n setzt: 

x x 3 , x*'- 1 



1 1.2.3 " 1.2...2n-l 
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218 Neuer Ausdruck für f" (x) , f 3 (») . • • 



x«— ,in(ex + ^±i«) 



mit dem Fehler r- z 0 , . (§. 54, IV), welche Grösse immer kleiner 



x 



als j 2ÖhTi i8t " El>en 80 Wenn 



COSX = l— r— r 



X 1 X* x*° 



1.2 1..4 l,...2n 



x tn+t 



gesetzt wird, der Fehler kleiner als ^ — 2n+2* (Man vergleiche mein Handbuch 
der ebenen und sphärischen Trigonometrie, erste Abth. §. 16.) 

§.56. 

Weitere Auwendungen des Taylor'schen Satzes. 

I. Sey f(x) eine Funktion vonx, die für alle Werthe von x, die zwischen 
a uud b liegen, endlich sey; eben so sollen deren Diiferentialquotienten in 
derselben Lage seyn. In so ferne nun nur Werthe von x betrachtet werden, 
welche diese Gränzen nicht überschreiten, hat man (§.11): 

Weiter ist (§. 53) : 

f (x 4-2 dx) = f (x) 4- ^ f< (x) 4- i^V< (x) 4- i| ^ P , 

2f(x + Jx) = 2f(x)4-2^r(x) + 2^ X -V'(x)4-^P l , 
f(x) = f(x) ; 

wo P und P, endliche Grössen sind. Daraus folgt: 

f (x 4- 2 Jx) — 2 f (x 4- dx) 4- f (x) = dx 1 f" (x) 4- Jx 3 Q, 

wo Q ebenfalls endlich. Aus dieser Gleichung ergibt sich sofort, dass 
Eben so 

f(x4-3^ = r W + ^f W+ r (x) 4- f « 4- 1|^P. 

. Sf<,4-2Jx) = 3f<x)4- 6 ^^ 

3f(x4- J l) = 3f(x)4-^f'(x)4-^|:r(x)4-f^-f'(x)4- ^-P„ 
f(x) = f(x), 

woraus 

f (x 4- 3 dx) - 3f (x 4- 2 Jx) 4- 3 f (x 4- Jx) — f (x) = f 1 (x) dx* 4- Q d x*. 

mithin 

„ i (x 4- 3 Jx) - 3 f (x 4- 2 Jx) 4- 3 f (x 4 - dx ) - f (x) 

tfr — = f« (» ) . (c) 



Digitized by Google 



Allgemeiner Beweis. 219 

Allgemein erhält man so: 

n(n— I), 



f(x + n Ax) — — f(x4-n — Ux)-t- - -f(» + n — 2/fx) — ±f(x) 

Gr ^ = f»(x). (18) 

Den Beweis dieses Satzes können wir durch den Schlnss von n auf n H- 1 (§. 18) in 
folgender Weise führen. 

Gesetzt die (18) sey richtig, so war also 

f(x + n Ax) — ~ f(x-HrT^l Jx)4- 

+ f (x) = f » (x) A x n -f- a f ,,+ 1 (x) A x " + 1 -+- b f ° + l (x) A x -+- . . . ,• 

wo a, b, . . . bestimmte Zahlen sind, die immer dieselben sind, was auch f (x) sey. 
(Man findet diese Form, wenn man bei der Entwicklung den Taylor'schen Satz über das 
Glied mit Ax n hinausführt.) Eben desshalb lassen sich a, b, . . . im Allgemeinen bestimmen. 
Setzt man etwa f (x) = e z und dividirt beiderseitig durch e* , so hat man 

e nJx -ye<°- 1 > J * + ....+ l = Jx" + aJx°+»4-bJx»-«-l-..., 

d. h. 

(e /,, ~l)» = Jx" + aJi» +l + b^' + * + ..., 
oder nach §. 54, III : 

Ax Ax 1 

Hiernach muss also die n u Potenz von — 4- r~ö identisch seyn mit 

Jx n 4-a Jx' + » + .... 

Da uns bloss der Werth von a interessirt, so Buchen wir in dieser Potenz den Koeffizienten 
von Jx n+ '. Aber es ist 

Ax , Ax 1 Ax 3 Ax Ax 1 . 

(d* . V a »n . , Ax 1 , 

T + üi + ;= An [ i +T + o + - j "- 

Ax 

so dass wir in (1 4- — -+- .*. .)" den Koeffizienten von Ax zu suchen haben. Nun hat man: 
,. . Ax Ax' . , d fAx , Ax> . "\ . n(n — \) (Ax V 

so dass der Koeffizient von Ax ist -J- und also allgemein: 

m 

((x-hnAx) — -p f(x4-n — Ux) -+-.... 
±f(x) = f u (x) Jx" 4-4 f-«-'<i)Ji» > , + bf +l (x)Jx»^ 4-... . (d) 
Setzt man hier x 4- Ax statt x und beachtet , dass (§. 53) : 

f*<x4-4x) = f'(x)4- Jxf'+Hx)4-^|V+»(x,4- 



welche Reihe man immer mit einem beliebigen Gliede abbrechen kann, so erhält man 
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220 Ander« Form desselben Sattes. 



f(x + B + Ui)-yf(i + nJi) + 



+ f (x 4- Ax) = f»(x) Jx" + 4 f"- 1 (x) Ax*+* 4- b f (x) Jx»+* + . . . 

H-f ■+» (x) Jx -f- 1- f »-« (x) Ax*+' H- . . . 



^ 

wo die weKRelasseneu Glieder höhere Potenzen von Ax als die n-f- l u enthalten. 



folgt: 

f(i + DTi^i)-yf(x + nJx) + ... 

+ f(i+Ji) = f»(x)4x» + ^f +1 (i)^ B+l +K4x ,,+, + ... 
Sabtrahirt man hievon die (d) , so ist 

f(x + i[+TJx)-^((x + DJx)+ (n ^ )n f(i + n^l^x)-...:ff(x) 

= f *+ l (x) Ax B+l ■+- J A x» + « -+- . . . , 
wo K, J endliche Grössen sind. Daraus folgt sofort: 



f (x + n+ 1 Ax) — f (x + n Ax) 4- . . . + f (x) 
°* A~x*~*~* = f " +1 (X) ' 



und da diese Gleichung aus (18) hervorgeht, wenn man n+1 statt n setzt, so ist (18) eben 
damit erwiesen. * 

IL. Man kann den Satz (18) auch in etwas anderer Form darstellen. 
Ist f(x) = y, und bezeichnet man f(x-f-Jx), f(x + 2z/x),.. . , f(x-f-n^x) 
durch y t , y,,..., y„; bildet ferner die Differenzenreihen nach folgendem 
Schema : 



* Man kann daraus, dass in f (x -+- n Ax) -f(x+n-l Jx) + .... + f(x), wenn 



die einzelnen Glieder nach dem Taylor'schen Satze entwickelt, alle 
Ton f (x), bis zum n Un , wegfallen, der Koeffizient des n Un aber Ax n ist, folgern, dass : 

n n(n-l) n („-l)(n-2) 
T 1.2 1".2.8 — + "" ±1 ~ 0, • 

p _^ (d - 1) + °J^ (d _ 2) _ ^ 

n : _ » (tl _. «A-i) (n _ 2) > _ -fe=ü^ (B ^. H ....+ » l . = a 

■'-T'°- iy 4"r |i ^- ''°;2 ( r 2) ' > - 3 ' ,+ --^- i '°»' — '<»• 

Dagegen 

^_" ( ._, ) . + !^ < ^ v _»«^a^ ( ._3 r+ ..^.. I . =l . 1 ... 1 . 

(In allgemeinerer Form finden sich diese Satze in meinen „Grundzügen"'S. 63). 
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V Differenz 


2 U Diff. 


3'* Di ff. 


4 U Di ff. 


5* Di ff. 


y 
yi 


■«y — yi y 








■ 


y* 


^ y t — y» — yi 


J*y=/*y,-^y. 








y» 


^y»=ya— y* 


^*yi=^y*— ^yi 


A>y=A*j t -A 1 y 






y4 


^y»=y4— y 3 


J*yt=4y s — ^y» 




A'y=A*y t -A*y 




y» 


^y«=ys— y 4 


^*y 8 =^y4— ^y« 




^y,=^V,-^ 3 y, 




• 




• 

• 
■ 


• 
• 


• 
• 

• 


• 
• 

• 



so findet man leicht : 

^y = y t -y. <4*y = - ^ y = y, - y t - (y t - y) = y, - 2 7l + y , 
J s y = J l y 1 -J , y = y,-2y, + y 1 -(y l -2y 1 -r-y) = y ) -3 y, + 3y t -y,... 

allgemein 



■ n(n — 1) 

^ n y=y»— yy»-H y— 8- * 



wo die Reihe mit abwechselnden Zeichen fortschreitet Da y = f (x) u. s. w. t 
so ist also auch 

n(n-l> 



A» f (x) = f (x + n Ar) - y f (x + n - lJx) + 



f(x+n-2Jx)-...±f(x), 



nnd der Satz (18) heisst auch : 

J»y . 8»y _ A a t(i) . . , 
Jx" 8x" Jx" 

Ans (19) folgt allgemein, dass 



A°y _8"y 

• — ~ — i ~r « 



(19) 



(20) 



(Ax) n 8x n 

gesetzt werden könne, wo a mit unendlich abnehmendem z/x ebenfalls un- 
endlich abnimmt, so dass also 6rVa = 0. Man kann diese Gleichung auch 
schreiben : 

J»y = j|lf(Jx)» + «<Jx)», (20') 

wo wieder Ora = 0. So ist also 

Jy = ||^x+« 1 Jx, J*y = ^(Jx)»-r-«,(Jx) t 

woGra^O, Gr« 2 =0 (§. 15, 1). 



III. Legt man durch drei Punkte einer Kurve einen Kreis und lässt 
dann diese drei Punkte immer näher rücken, so wird der Kreis seine Gestalt 
und Lage ändern, sich aber einem bestimmten Kreise mehr und mehr nähern. 



* Dieser Satt laut sich durch den Schluss von n anf n-t-1 erweisen. Man vergleiche 
hiemit „Grundzüge" 8. 81. 
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Dieser (letzte) Kreis, den man erhielte, wenn man die drei Punkte 
völlig an einander rücken würde, heisst der Krümmungskreis der Kurve 
in dem fraglichen Kurvenpnnkt. 

Sind x, y die Koordinaten des Karvenpunktes, in dem man den Krüm- 
mungskreis bestimmen soll, so ist y eine Funktion von x, gegeben durch die 
Gleichung der Kurve. Seyen x+z/x, x-h2Jx die Abszissen zweier anderer 
Punkte der Kurve, so werden die Ordinaten y, , yj derselben aus y erhalten, 
wenn man in dieser Funktion x-f-Jx und x-h2Jx für x setzt. — Sind 
weiter a, ß die Koordinaten des Kreises, der durch die drei Punkte geht, 
q der Halbmesser, so muss: 

(x-«)' + (y = (x + Jx-«)*-K yi -|?) ! =:<»\ 
(x + 2 - a) s + (y t - # l = 

seyn. 

Ans diesen drei Gleichungen hat man a, ß, g zu bestimmen. Bezeichnet 
man ihre ersten Seiten mit X t , X, , X, , so kann man aus denselben leicht 
die folgenden drei bilden: 

X t = e \ x t -X t =0, X, -2X,-f-X t =0, 

d. h. 

(x-ay + (y-ß)' = it \ 2Jx(x-«) + y l '-y l -2(y l -y)/* = 0, 
2 A x * + y, 1 - 2 y> « H- y * - 2 (y, - 2 y t -f- y) ß = 0 . 

Daraus folgt 

2Jx , + y > x -2y 1 »-hy» „_ y.-y tf rt'-y' 

2(y,-2 yi + y) ' a ~ Jx P 2Ax ' 

Lässt man Ax abnehmen, so nähern sich die zwei andern Punkte dem 
ersten, der Kreis dem Krüramungskreis; geht man also hier zu den Gränz- 
werthen über, so stellen dann a, ß die Koordinaten des Krümmung s- 
mittelpunktes vor. Aber 

» , y,'-2 yi '+y' o . y» , -2 y 1 i +y t 

ß = n . Orß=Or 

n y»-2y t + y 2 y»-2 yi + y 

2 ÄT* 2 Jx' 

Da y und y 2 Funktionen von x sind, so ist nach (18): 

„ y.'-^'+y' , 8*(y») y, -2y t -+y _8»y 

Jx 1 ""ex 1 "' tf Zx» -ex"*' 

so dass also 

8x l Vsx^^ex 5 '^vexj^ex 1 



Orß = 



2*! y aÜZ Ü2 

8x* ^Sx» 8x' 



Bezeichnet man mit a, ß kurzweg die Koordinaten des Krümmungs- 
mittelpunktes, so ist also 
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Zusatz zu §. 22 und 23. 223 



vj— '"-"-^-jr-^^jx-'Vx-'TT 

8x l 

= ,Ly_ y 8 y = ^_ v) 8y 

^8x 7 8x ^ y >8x' 

Hieraas 

*-y = — ef y — ' a_x = 85 ' * =± — ej7 • (2I) 

8x* 8x« 8x» 

wo das Doppelzeichen so zu wählen ist, dass q positiv ausfällt. 

Der hiedurch bestimmte Kreis misst offenbar die Krümmung der Kurve 
in dem betreffenden Punkte, und es wird dieselbe desto bedeutender seyn, je 
kleiner q ist. (Vergl. §.21, I u. IV ; §.48, IV.) 

Für eine Ellipse etwa wäre b 2 x 2 H- a 2 y J = a'b», woraus b 2 x -4- a'yj^ = 0, 

(g yX * g * y 

~\ -ha 2 yg^, = 0, und also 



y_ b'i 8'y_ b'(aV+b»x : )_ a'b*_ b 4 
x~ a*y' 8x 8 ~ a«y* "~ aV~~ a»y 3 * 



8 
8 

3 



1 



yM-b*x*)* 
a*b< 

welche Formel für jeden Punkt der Ellipse den Krümmungshalbmesser gibt. Im 

b* 

Scheitel der grossen Axe ist x = a , y = 0 , also dann q = — ; im Scheitel der klei- 

■ 
a * 

nen Axe aber y = b , x = 0 , also £ = • 

Zusatz zu §. 22 und 23. 

IV. Führen die Vorschriften des §. 23 zur Bestimmung des Werthes der 

Formen-^- nicht zum Ziele, so wird man geradezu zur Reihen-Entwicklung 

übergehen, wie diess im Grunde ja auch gleich anfänglich geschehen ist. 
(Vergl. §. 71.) 

Wäre z. B. der Werth von 

Vx — Va+ Vx— a 

Vx^^T» 

für x = a zu ermitteln , was nach den früheren Methoden nicht wohl angtenge , so 
setze man x = a -f- h , nehme sogleich ^ < 1 , und hat (§. 54, I) : 
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224 ' Integration mittelst anendlicher Reiben. 

1 h 1 h* 

Y( h -^h) l -V l V2ah + h» VhV2a+h 

irr- +yh _iv>-- +1 



VhV2a + h V^a + h 

Setzt man hier h = 0 , so erhält man y^l Werth des obi Ä en Bruche* für 
x = a. 

Es versteht sich ganz von selbst, dass man die Reihenentwicklung ganz 
unbedingt benützen darf, gleichviel, ob die früheren Methoden zum Ziele 
fuhren oder nicht. 

§•57. . ( • 

Integration mittelst anendlicher Reihen. 

Wir nennen eine unendliche Reihe konvergent, wenn sie eine be- 
stimmte, endliche Summe hat, d. h. wenn, indem man mehr und mehr Glieder 
der Reihe von Anfang her zusammen nimmt, man einer bestimmten, endlichen 
Grösse sich unbegränzt nähert. (Vergl. §. 60, IV.) 

I. Sey nun 

o,, n t , , u B 

eine (unendliche) Reihe, deren Glieder Funktionen von x seyn sollen, S deren 
Summe, und man setze 

8 = 04 + 0, -h .... -hnn-l-Rn, (a) 

so muss die Grösse R„ desto mehr sich 0 nähern, je grösser n wird, so dass 
Qr R„ = 0, wo ör sich auf ein (unendliches) Wachsen von n bezieht. 

Ans (a) folgt : 

/b /»b /»b /»b /»b 

S8x=/ a t 8x-r-/ u, 8 x -+-... H- / n»8x+ / R»8x. 

Nach §. 39, II ist aber 



b 

R»8x = (b — a)R'„, 



wo R'„ ein Mittelwerth von R„ ist. Da aber R„ mit unendlichem n ver- 
schwindet, so verschwindet auch R'„ so dass auch Gr f R„ 8x = 0. 

Nähert sich also die Summe 

u t -+• u, ■+■ -H On der Grösse S , 

so nähert sich. 

J u i dx+J % ^u 2 dx-h...+J % u„ 8 x der Grosse^* S8x. 
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Man pflegt diess anch so auszudrücken, dass man sagt, aus der 
Gleichung 

S = o t + u, 4- u 3 -f- (b) 

folge 

/b ~ /»b /»b /*!> 
S8x=y« o t 8x4-y n,8x-i-y o,8x4- , (c) 

wo die Reihen in's Unendliche gehen, und nur vorausgesetzt ist, dass die 
erste konvergent ist (für alle x zwischen a nnd b). 

II. Jedes unbestimmte Integral kann als 'ein bestimmtes angesehen 
werden. So ist 

y*f(x)8x^ y* I f(x)8x + C, 
wo a beliebig (aber konstant). Denn ist 

yf(x)8x-F(x), BointJ* f(x)8x~ F(x)-F(a) 

(nach §.41); also yV(x)9x + C=F(x)4-C-F(a), oder weil F(a) kon- 
stant: y"f(x)3x = F(x) + C'. 

Demnach gilt der in I. erwiesene Satz auch für unbestimmte 
Integrale, nur muss die unendliche Reihe für allex, die man brauchen 
will , konvergent seyn , und man hat auf der zweiten Seite in (c) eine will- 
kürliche Konstante zuzufügen. 

III. Hierauf gründet sich die Methode der Integration mittelst unend- 
licher Reihen. Soll man nämlich das Integral /üdx bestimmen und ist im 

Stande, U in eine konvergente unendliche Reihe zu entwickeln, so erhält man, 
wenn u t 4- u, +ü 3 -I- . . . . = U : 

J\Jdx=J % u l Qx+J % v t dx-hj*u t 8x 4- . . . . 4- C. 

Die Entwicklung selbst kann in beliebiger Weise geschehen, etwa nach 
dem Mac-Laurin'schen Satze (§. 53, III), oder in anderer Art Es lässt sich 
übrigens auch eine unmittelbare Formel aufstellen. 

Man hat nämlich, wenn man in der Gleichung (5') des §. 53 setzte 

f(x)=y*u8x, a = x, h = -x, f(0)~C: 
x» 8u x* 8*u (— l) B x» (-l)»+ x x*+ l o t 



-u4- 



1 28x l;2.38x»^"**^ 1.2...n 8x— » ^ 1 .2. . . (n 4- 1) ' 
8 n u 



wo u t gleich ist dem Werthe von — , wenn man nach der Differenzirung an 

Diaager, Differential- u. Intejp-ai-Ilechiw»* . 2. Aufl. 15 
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die Stelle von x setzt (1 — 0)x oder ©x, da auch 1 — 0 zwischen 0 und 1 
liegt. Daraus folgt 

yx 1 8u x J 8»n x a 8— 1 u _ x* + 'q t , 

n8x-C + xu--^ + -j 8xJ • .. T 2 3 n8x „_, + 2 3 (n+1) - 

Beispiele. 

IV. 1. Man soll 

/Vl-eW*' 6 <1 
bestimmen. Da (§. 54. I) für e* < 1 : 

1 — * 1 13 135 

— - = (1— e* tin* 9 ) 1 = 1 + -5- «•* V + 7T2 e*«'«*9> + ? 1 T ^ e8, * n "« , + ■ • • » 

so ist 

wo nun die noch vorkommenden Integrale nach §. 34 ermittelt werden. 



/Y | — e s x J 
y- 1 8 x zu bestimmen, wenn e*< 1 und x 3 eben so < 1, hat man : 



V 

VT=^==i-^ 9 'x'~^x*- 113 

also 

Vi 



V 1 2.4.6 e<$X ' 



/ Vl-e'i' _ /*_8x_ 2. j / *'8x 1.1 4 /* x«8x 
vT^ 1 x 7^1=^ 2 e yvT^ ? 2.4 e yvr=T» 

2.4.6 e yv^ — +c - 

Was nun die hier Torkommenden Integrale anbelangt , so ist in §. 33 (e) : • 
m=2n, r= — — , n = 2, a— — 1 , b == I , also y yj3^i = 2n h 



_ — - J y~l — == 5 > verm **£ e welcher Reduktionsformel jedes dieser Integrale 
bestimmt werden kann. 

Man erhält allgemein : 

/^x«^8x__ VT~— '»r *'"""' 2p ~ 1 x "'~ 8 2p ~ 3 2n — 1 x»—» 
yjZT^i~ V X L 2n 2n 2n-2 2n— 2 2n 2n — 4 

(2n-I)(2n-3)...3 ^ (2n-l) (2n-3). . . 1 _ 
+ 2n.2n-2...4 2 J + ^tfn -2)7^"^™ ~ x) + C ' 



* Setzt man in der Formel (6') des §. 53 f (x) = Jf(x)üx, f (0) = C , so erhalt man : 
y F (x)8x = C + ^F(0)^^F'(0) + 4 -^F»-'(O)+ I ^- I F»(0x). 
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y* 8x 
zu bestimmen, wenn x > 1 , setze man 



1 _J_fi 11 1.3 1 "\ 

r f~x J V 2 x' H ~2.4x« J 



und hat jetzt 

/* 8x /*8x 1 Ai 1.3 fdx 

Jv^-J ^~^J j+zäJ *~ + 0, 

wo, da ^ < 1 , die Reihe konvergent ist (§. 54, 1). 

Eben so für x > 1 : 

/' 8x p 8x _1_ / * 8x 1.3 / * dx 

VxTP"7xVx 2jWl^2Aj iY» " _HC ' 
wo nun die einzelnen Integrale nach der Formel 

6x ^ /* i— = _2_ ^~' = 2 Vx 

* n ^* / * 2n — 1 * 2n — 1 x» 

bestimmt werden. 

Reihen für arc («n = x) und arc {tg — x). 
V. Dafürx l <l (§. 54,1) 

VT=7 2 X + 2.4* + 



so ist 
und da 
so ist also 



A 



= X — — -f- — -r — - -f + C, 



y i _ x » 2 8 2.4 5 

8x 



= arc (rin = x) , 



. x , 1 x» , 1.3x» , 1.3.6 x T , . 

ar((jW=l) = T + __ + __ + __ + ..... x i <lt 

wo die willkürliche Konstante sogleich weggelassen wurde, indem sowohl arc (*m=x), 
als auch die unendliche Reihe Null geben für x = 0 , also C = 0 seyn muss. ' 

Dieselbe Reihe hätte man auch aus §. 18', V ableiten können. Bezeichnet man 

8y 8'*y 

nämlich durch y„, y 0 ', y 0 ", ... die Werthe von y, — , ... für x = 0, so ist 

y 0 "=(n-2)*y 0 -», y 0 = 0, y 0 ' = l, y 0 " = 0. 

Daraus folgt dann, dass y 0 * y 0 *, . . . Null; ferner: 
yo»=yo' = l»yo 6 = 3 , yo , = 3', y 0 ' = 5 s yo R = ö , .3 1 ..... y 0 »»+> = (2n- l) 1 (2n-S)*...3* 
also da (§. 53) 

X X 1 X* 

arc (tin = x) == y 0 -h y tf ' y +y<," y^ + *»* 172^3 

15 * 
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so ist 

. . _ ,_ x , x 1 ^1.3x« 1.3...(2n-l) x»-"-« 

ar C («»_x)- T -+- — + + . 2 4 2q 2^TT + --- 

VI. Ganz eben so findet man 



y~* 8x • x* x 6 



x» x 8 x 1 



aw(^ = x) = X-y-Hy-y-(- X«<1. 

Dieselbe Reibe könnte man aus §. 18', VI in der so eben angegebenen Weise 
ableiten, indem dort: 

V=-(n-2)(n-l)y 0 -», y» = 0, y 0 ' = l. y„" = 0. 
Zosatz zu §. 48. 

VII. Für den elliptischen Bogen HG (Fig. 20, S.177), fdrdenCF=x l ,ista ? y 2 4-b I x* 
_a b , a y 8x -hb x_u, 8x ~ a * y - a y^^z' i ^\»xJ — 

. b'x» a«-aV+b'i' a «-(a»- b')x' , u2 2 2 

1 + a» (a'~ x») = a» (>» - x*) = - a» (a» - x») ' we nn a b — a cc , 

a l — b 1 1/ /'flyV •, /a* — « J x* 

d.h.« 2 = -p— (a>b), soisty 1 + =y >a _ x> , und 

Man setze hier, da x<a:x = a«n<j), so ist 



Ist hier x, =a, = "2 ' 80 ist die Länge des vierten Theils der Ellipse = 

»/ 0 a* 

Der Werth dieses Integrals lässt sich hier nur durch Entwicklung in unendliche 
Reihen finden (§. 160, I). Man hat: 

f |A-«W<p 8 , =y [1 — \ « l «m V - 1^ « 4 ««V - «• «»• <p -....] 6 p , 



also 



ff 7t ff 

f*y\-«*,m* 9 8,= |.-i- «*y 2 <mV 8 f'd**** . . . 

7t 1 , 1 ff 1.1 3.1 ff 



Digitized by Google 



229 

a*[\ fla\* 1 Sl.Z ,Y 1 ^1.3.5 -V 1 

Für a = b ist die Ellipse ein Kreis, a=0, also der Viertelkreis = ~ , wie 
bekannt. 

§.58. 

Summirong endlicher Reiben mittelst dieser Methode. 

Dass naan auch endliche Reihen mittelst des obigen Verfahrens 
summiren kann, ist wohl klar und es mögen einige Beispiele zur Erläuterung 
dienen. 

I. Sey 

(a + nb) (c-+-nd).-.(p-l-nq)x n " (a) 

das allgemeine Glied einer Reihe , deren einzelne Glieder erhalten werden , wenn 
man n = 0, 1, 2,.... setzt; bezeichne ferner y die Summe der n-+-l ersten 
Glieder, so ist 

ß Odx = ^?x^4- (a + b) (c + d) (pH-q)^.^, + 

| (a4-nb) (c + nd)..(p+nq)j? iB< ,^ y ^ 1 ^ g 
nfl+y+l 

Bestimmt man nun ß und y so, dass für jedes n : 

(a + nb)i? = n« + j»+l, d. b. a/? = y+l, bß = a; — y ~^\ — * 
was immer möglich ist, so ist 

fi yixydx = c..px y + V(c4-d)..(p + q)x c+ ^ , + ...4-(cH-nd)..(p+nq)i" a+ >'^. (a) 



Gesetzt man könne die hier Torkommende Reihe summiren und sey z deren 
Summe, so ist 

y 8s , 1 8z 

ß y x'= 5- . also y = — — . 
8x a\ y 

wodurch y gefunden wird. Was aber die Reihe z anbelangt, so hat, abgesehen von 

dem Faktor x? +l , ihr allgemeines Glied die Form 

(c-f-nd)...(pH-nq)x"« t (b) 

d. h. wie das Glied (a), nur fehlt ein Faktor im Koeffizienten. So wie man von (a) 
auf (a') gelangt, kommt man jetzt von (b) auf 

wenn 

- d • y - d • 

so dass, die Summe der bleibenden Reihe = u gesetzt, man hat 

1 8u 
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Wie man hier weiter geht, ist klar. Schliesslich hat man die Reihe 

p -t- (p + q) x" -+- (p -f- n q) x° a 

zu summiren. Ist s die Summe, so hat man abermals 

wenn 

« po — q 

A = -. yi — ~ ' 

und dann 



_1 8_ [" x Yl+l (x< n+ "° — 



II. In ähnlicher Weise kann eine Reihe , deren allgemeines Glied 

x n « 



(c) 



(a -+- n b) (c 4- n d) . . . (p -+- n q) 

ist, auf eine andere zurückgeführt werden, in der das allgemeine Glied einen Faktor 
weniger im Nenner hat. Ist nämlich y die Summe der n -+- 1 ersten Glieder der 
Reihe (c) , so hat man 

d(yx y ) = ^yx y "' |?(g-hy)i g ^-' ß(an + y)x«"+V- 1 

ß dx ~ac..p (a-f-b)(c + d)...(p-r-q) V + (aH-nb)(c + nd)...(p-l-nq)* 

und wenn nun 

b a a 

i?(ßii + y) = ft+nb, aß—b, |Jy = a; 0 = — ,y= — , 

« D 

so ist 

a *<jl) = x 7-*[ 1 , *« , , -I 

1 dx Lc.p^ (c + d)...(p4-q)^'" •^(c-+-nd)...(p^-nq)J , 

und wenn man diese Reihe summiren kann, so ist (ihre Summe = z gesetzt) : 

/?yx*= yV-'zdx, y=~J*xy~ X zdx. 
1 

Da für x = U immerhin y = — — , so kann die eintretende willkürliche Kon- 

" ac.p 

stante leicht bestimmt werden. Durch mehrfache Anwendung desselben Verfahrens 
gelangt man schliesslich zur Reihe : 

1 x a x ia x na 



P P + q P + 2q P-Hnq' 
für welche sich ergibt (wenn s deTen Summe) : 



Torausgesetzt, es sey 



et q 



1 /"^.rxl^-ll 
sodass 8 = ^/y X L-x^=T-J 81 
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III. Die Reibe, deren allgemeines Glied 

(a-f-nb) (c+nd) (p-i-nq) no 



<d) 



(a'H-nb')(c-|-nd')....(p'-|-nq') 

lässt sich durch Anwendung beider obigen Verfahrungsweisen auf eine andere redu- 
ziren , in der in Zähler und Nenner ein Faktor ausgefallen ist. Heisst nämlich y 
die Summe der n + 1 ersten Glieder der Reihe (d) so bekommt man : 

tf /IrJ^T-jg (c + nd)...(p + nq) , 

n 

wenn wir durch Z die Summe der Glieder bezeichnen, die man erhält, wenn man 
n = 0, 1 , . . . n setzt, vorausgesetzt es seyen ß und y bestimmt durch die Gleichungen 



Ist* ferner 



(c-4-nd)...(p + nq) i „ << 



so ist 



ferner ist dann 



o (a'4-nb')...(p'+nq') 

«V) = J (c + nd)...(p + nq) /_ , 
P dx o (c'H-nd')...(p'4-nq') v ' 

ßjyx f dz=zx r , al 8 oy=— — — , 



0' 

während die Ermittlung von z möglich ist, wenn man die Summe (d') bestimmt. Es 
ist leicht, diese Betrachtungen zum Schlüsse zu führen, was wir dem Leser über- 
lassen wollen. 

IV. Gesetzt man kenne die Summen der beiden Reihen 

A + Bx + Ci , + ....=X 1 
B' . C 



A'H — ~ t -+-.... — X' , 



wo X und X,' Funktionen von x sind , so erhält man , indem man beide multiplizirt, 
eine Reihe, in der Glieder mit negativen und mit positiven Potenzen von x vorkommen, 
so wie eine Anzahl Glieder, die kein x enthalten. Diese letzteren sind offenbar 

AA'-+-BB'-+-CC' + 

während die ersteren die Form ^ , die zweiten ß x" haben, wo n = 1 , 2 , . . . . ist. 
Man hat also 

XX' = AA' + BB' -+- CC -+■ ....-+- S 4 + Zßx» t 

wo die E die Summen der Glieder erster und zweiter Art bezeichnen. Man setze 
nun hier 

x = eot z -+- i tin i und z = eot z — i tin z , , 
wodurch XX' zu Z und Z' werde, so ist wegen 
1 

; . . . >„ = wini + iiinnz, (eot z ± i«'n »)" = eot n z + i tinm : 
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232 BÜrmann'i Satz. 

Z = AA' 4- BB' 4- . . • + 2« {cot ii z — i«'«n z) 4- Hß(eotn z -+- i «tn n z) , 
Z'= AA'4-BB'4- .. +2a(co*nz + i«'nnz) + 2/»(co*nz — ijinnz), 

also 

' Z -+- Z' = 2 (AA' 4- BB' 4- . . .) 4- 2 2a co* n z 4- 2 2 n j. , 
und folglich da 

yco# n z 8 z = 0 : 
o. 

AA' + BB' 4- CC 4- . . . . = (Z + ZO 8 * * 

vermittelst welcher Gleichung die Summe der (endlichen oder unendlichen) Reihe 
erster Seite gefunden wird. 



Zehnter Abschnitt. 
Die Sätze von Bürmann und Lagrange. 

§. 69. 

Biirmann's Satz. 

I. Aus §. 53, III schliessen wir, dass in so ferne die dortige Gleichung 
(1 T) erfüllt ist, man setzen dürfe 

f(0) + ff(0) + ^r(0) + = f(z). (c) 

Wir werden diess einfach dadurch ausdrücken, dass wir so sagen: so lange 
die Reihe erster Seite konvergent ist (§. 57), sey ihre Summe = f (z). Dabei 
wollen wir bei unsern jetzigen Untersuchungen die Bedingungen, unter denen 
die (c) konvergent ist, nicht näher angeben, da es für unsere Absicht dieser 
mühsamen Arbeit nicht lohnen würde. 

Wir wollen nun in (c) z = setzen und annehmen, es sey g> (a) nicht 

Null, so dass für z = 0 nothwendig x = a ist; wir wollen weiter voraussetzen, 

es sey von x = a bis x = b die Grösse immer endlich, so dass also <p (x) 

niemals Null werde innerhalb dieser Gränzen. Damit endlich zu jedem be- 
stimmten Werthe von z auch ein einziger bestimmter Werth von x gehöre, 

soll von x = a bis x = b beständig wachsen oder beständig abnehmen. 

Alsdann kann man sagen : 

Ist die Reihe 
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»^'«tagy®* <* 

konvergent von x = a bis x = b , so ist ihre Summe = f ( * 

\q>(x)J 

Die Bedingungen, die vir oben angaben, bestehen darin, dass y (x) nicht 
Null werde, und beständig wachse oder abnehme. Letztere Bedingung 

aber ist erfüllt, wenn ~ immer von demselben Zeichen ist (§. 20, I). 

Diese Grösse ist aber = »W-^-») »'(»> nnd ^rd immer dasselbe Zeichen 

haben, wenn y(x) — (x — a)y'(x) in derselben Lage ist, so dass wir also 
sagen wollen, letztere Grösse dürfe ihr Zeichen nicht wechseln 
von x = a bis x = b. 

• * 

II. Wir wollen nun f (^7) = F(x) setzen und unter dieser Voraus- 
setzung f(0), f (0) zu bestimmen suchen. Es sind dabei f(0), f (0), 

.... die Werthe von f(z), f(z),.... für z = 0, d.h. x = a. Somit ist 
zunächst 

f(0) = F(a). 
Allgemein ist aber nach (c'): 

,*- m ^ r „+Ggy =g + .... + e^)- ' m . 

( x — a y f(Q) ( x — a y- 1 f -+ 1 (0) 

. ^K 9 (x)J 1...d + U(x)/ l..n+l + ; 



multiplizirt man diese Gleichung beiderseitig mit [y (x)J B und nimmt die n u " 
Differentialquotienten , so hat man 



f«(0) d n Vfx — a\ n , . 1 f»+'(0) 8" +l r/x-aV+' ~l 



Setzt man hier x = a, so erhält man nach Gleichung (20) in 
§.18': 



* Die angegebenen Bedingungen sind noth wendig, theils aber darin auch schon ent- 
halten , dass wir Toranssetzen , die Reihe sey konvergent, d. b. habe eine Summe. So kann 
z — a 

^ x y anmöglich q© werden, da sonst eine Summe nicht angebbar wäre ; also kann g> (x) nicht 

Null werden. Zu einem bestimmten Werthe von x kann auch nur ein einziger Werth von 
x — a 

gehören dürfen, da man sonst in die Unmöglichkeit der Entscheidung, welcher Werth 

xu wählen sey, gelangen würde. Jedenfalls aber Überheben uns die gesetzten Bedingungen 
allen Schwierigkeiten, und wir lassen unentschieden, ob nicht die eine oder andere zu eng 
gezogen sey. 
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~ [F (x) , (,)•]. = f (0) 9 (x) »] i + }f (0) [£± 9 (x) + 

n(n— l)..2. n .... T8 . .1 , n(n-l)-.l,. /fl , 

welche Gleichang vollkommen richtig ist, da die Reihe zweiter Seite eine 
endliche ist. * Man kann sie auch schreiben : 

+ T'-' (0) [ 8 -f?]. + , " (0) - 

Ganz eben so erhält man, wenn man die Gleichung (21) in §. 18' 
beachtet : 

Subtrahirt man beide Resultate, so ergibt sich 

- » « , «*.J1 - Cr« 5^)1- 

Nun ist aber 



* Man kann hier allerdings die Frage aufwerten, ob die DifFerenzirung einer unendlichen 
Reihe kurzweg gestattet sey. Ohne uns in allgemeinere Untersuchung einzulassen , be- 
merken wir, dass die Beantwortung dieser Frage hier umgangen werden kann. Setzt man 
nämlich 

nach §. 53, 1, so ist jedenfalls 

^ [F(x) , (x)»] = f (0) [, (x)-] -4- .... + 

Aus §. 18' folgt aber, wenn nur R und ?(x) nicht QOsind für x = a, dass für x = a jedenfalls 
8» 

[R v (x) (x — a) n+1 ] Null ist, »o dass wir sofort den angegebenen Werth ron 
^[F(x)<p(x)»]. erhalten. 
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Daraus folgt also dass allgemein 

fB(0)=: [^ [ ' ,(x),,F ' (x)1 l 
ist. Für n = 1 würde man eben so finden 

r(0) = Mx)F'(x)].. 

Man hätte nämlich 

was ganz unmittelbar die angegebene Formel gibt. Fasst man alles Bisherige 
zusammen, so erhält man folgenden Satz: 

Konvergirt die unendliche Reihe 

"W+[rw v W].^f+ I i i (f i [r ( x),(x). J ) > (^i)' 

von x = a bis x = b , so ist ihre Summe = F (x). 

Dabei darf nicht <p (a) = 0 seyn , oder es muss Null seyn für x=a, 

und <p (x) — (x — a) (x) darf das Zeichen nicht wechseln (innerhalb der 
angegebenen Gränzen). 

III. Setzt man = i//(x), so hat man auch folgenden Satz: 

Konvergirt die unendliche Reihe 

F « + 0' « w). ♦ » + rs Dr. { T « QüD U *<'>' 

von x = a bis x = b, so ist ihre Summe = F (x). Dabei muss ip (x) nur 
wachsen oder nur abnehmen von x=a bis x=b; ferner muss^/(a)=0, aber 

für x = a einen bestimmten Werth haben. Was diesen letzteren an- 

belangt, so ergibt er sich aus §. 22, I gleich . , so dass xp' (a) nicht Null 

seyn darf. Ueberhaupt darf xfj' (x) sein Zeichen nicht wechseln von x = a 
bis x = b. 

Die Reihe (22') pflegt die Bür man n'sche Reihe zu heissen. Für uns 
ist die Formel (22) jedoch die bequemere. 

§. 60. 

Ableitung des Satzes toq Lagrange. 

I. Gesetzt es gebe innerhalb der Gränzen , für welche die Summe der 
Reihe (22) gleich F(x) ist, einen Werth « von x, für den 

Diaitized 
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^ =1. .=.+,». 

60 ist für denselben die Summe 

F (a) + [F' (i) 9 «]. + Ql \r « » (')'})_ 

gleich F(a). Man kann also sagen: Konvergirt die unendliche Reihe (23), 

so ist ihre Summe = F (a) , wo a so beschaffen ist , dass = 1 , « = a 

v w 

+ y(o), d. h. a ist eine Wurzel der Gleich ungx=a + <jp(x). 

Was a selbst betrifft, so ergibt sich diese Grösse aus (23), wenn 
F(x) = x gesetzt wird, so dass 

. = * + + jL (£ „ H- (iL , W ') t H_ (24) 

(wenn die unendliche Reihe überhaupt eine Summe hat). Dabei aber muss 
(p (a) nicht Null seyn, und q> (x) — (x — a) y>' (x) darf von x = a bis x = a 
das Zeichen nicht wechseln. 

Fasst man das Gesagte zusammen, so kann man die letzten Sätze auch 
so aussprechen : Ist die unendliche Reihe 

»+»«+rä(^»wO. + r53GT.'»').+.... ff«-) 

konvergent und a ihre Summe, so ist die Summe der unendlichen Reibe (23), 
in so ferne diese Reihe konvergent ist, gleich F(a). Dabei aber muss vor- 
ausgesetzt werden , dass nicht g> (x) Null oder Q© seyn könne von x = a bis 
x = a, also dass auch nicht (p (a) = 0 ; ferner dass <p (x) — (x — a) <p' (x) 
immer dasselbe Zeichen habe von x = a bis x = cr (was der Fall seyn wird, 
wenn diese Grösse nicht 0 oder oo wird). Alsdann ist auch a eine 
Wurzel der Gleichung x = a + y (x). Diess ist der Satz von 
Lagrange. 

II. Nach den eben wiederholten Bedingungen ist also Null für 

x = a und wächst von da an beständig , oder nimmt beständig ab , mit 
wachsendem x, wenn q> (x) — (x — a) q>' (x) positiv oder negativ ist. 
Da für x=a letztere Grösse = y (a) ist, so hat sie dasselbe Zeichen, 
wie <p(a). 

Ist also <f (a) > 0 , so muss wachsen mit wachsendem x. Für 

x = a ist diese Grösse 0, für x = a aber 1; sie ist mithin gewachsen. 
Dazu gehört dann, dass auch x gewachsen sey von x = a bis x = et, d. h. 
dass a > a ist. 

Ist aber y> (a) < 0 , so ist gewachsen mit abnehmendem x. Da 
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aber, wie so eben gezeigt, -^-r jedenfalls gewachsen ist, so muss also x 

abgenommen haben, d. h. es muss a<a seyn. 

Zwischen a and a kann weiter keine Wurzel der Gleichung x=a-hy(x) 

mehr liegen , da sonst die Grösse zwischen x = a tind x = a gleich 1 

werden könnte, was gegen die Voraussetzung ist, es wachse diese Grösse 
beständig von x = a bis x = a. 

Endlich ist a eine einfache Wurzel von x = a -+- <p (x). Denn sonst 

8 ' " 

müsste die Grösse ^ [a4-g> (x) — x] = <p' (x)— 1 Null seyn für x= a, * d. h. 

man müsste haben <p' (a) = 1 , und da a — a 4- <p (a), d. h. = 1 , so 

9 (a) 

wäre <p ' («) = , <p (a) — (a — a) <p' (a) = 0 , gegen die Voraussetzung, 
dass y (x) — (x — a) <p' (x) von x = a bis x = a nie Null oder oo wird. 

III. Hieraus ergibt sich, dass der mittelst der Gleichung (24) bestimmte 
Werth von a eine einfache Wurzel der Gleichung 

x = a H- 9 (x) (25) 

ist; dass zwischen a und a keine weitere Wurzel dieser Gleichung liegt, 
und dass a grösser oder kleiner als a ist, je nachdem <p(a) positiv oder 
negativ ist. Alles unter der Voraussetzung, <p (x) sey nicht 0, 
und tp (x) — (x — a) (p' (x) weder 0 noch oo von x = a bis x = «. 

Bedingung der Endlichkeit einer Reihensumme. 

IV. Wir haben hier mehrfach von unendlichen Reihen Gebrauch gemacht, und 
dabei je vorausgesetzt, dass die betreffende Reihe eine bestimmte endliche 
Summe habe. 

Es lässt sich nun im Allgemeinen entscheiden, ob die Summe einer unendlichen 
Reihe endlich sey , oder ob sie unendlich sey. Diess geschieht mittelst des 
folgenden Satzes : 

Ist die unendliche Reihe 

n t H-u, H-u, -f- .. . . .. (d) 



» Ist Überhaupt f (x) = 0 eine Gleichung und es ist x = o eine Wurzel derselben, d. h. 
f (a) = 0, so ist allgemein (§. 53) 

f(a+h)=hf + («) + ... + i^^( fl ) + i^i p, " 1(a + eh) ' 

also wenn h = z — o : 

f (z) = (x-a)f («) + £-g fl («) + . . + { ^t" f («) 4- ( \ ^ [« + 0 (x - «) ]. 

Ist nun nicht f («) = 0, so lasst sich die zweite Seite, mithin auch die erste bloss durch x—a 
dmdiren; ist dagegen f (a)=0, durch (x—a)*, . . . . , so dass f (x) im ersten Falle den Faktor 
z— o, im zweiten (x — a)*,.... enthalt, d. h. x = o ist einfache, zweifache ... Wurzel. 
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Dm Kepler'scbe Problem. 



so beschaffen, dass der Quotient ^ bei sehr grossem n immer kleiner als 1 ist, so 
muss die Reihe eine endliche Summe haben. 

Aus dieser Bedingung folgt nämlich (§. 53, IV), dass u„ + , <« , u a ,wom gross 
und « <C 1 • Demnach ist 

u t 4-u, -h -+-u«-f-u m + i + u m +»-+- <X -t-u, -+- 

-f- u m -f- u m [a a * o » H- . . . .] . 

Aber (§. $, II): «-+- «' = ^» 80 daM also d ' e Summe der unendlichen 

Reihe (d) kleiner als u t -h u m + 73^, also jedenfalls nicht unendlich ist. — 
Dabei denken wir uns die sämmtlichen Glieder der Reihe positiv, was jedenfalls der 
ungünstigste Fall ist. 

Sind aber alle Glieder der Reihe (d) positiv , und ist die genannte Bedingung 
erfüllt, so muss die Summe nothwendig eine endliche und bestimmte seyn. — Un- 
endlich ist sie nämlich nicht; es konnte also nur der Fall eintreten, dass man, je 
nachdem man die Reihe schliesst, verschiedene endliche Werthe als Summen er- 
hielte. Da aber bei dem fortwährenden Zufügen von positiven Gliedern die Summe 
immer wächst, so kann ein solches Schwanken unmöglich stattfinden. Demnach 
hat (d) eine bestimmte Summe, die einzig ist. Aber auch in dem Falle , da 
einzelne Glieder negativ , andere positiv sind , ergibt sich Dasselbe. Nimmt man 
nämlich die positiven allein, und eben so die negativen Glieder, so sind beide Reihen 

für sich so beschaffen, dass sie der Bedingung ~~ < 1 genügen, * wie man leicht 
sieht; also haben beide bestimmte Summen, mithin auch ihre Differenz. 

Unendliche Reihen, welche bestimmte Summen haben, heissen konvergent 
(§. 57), und es ist die oben gegebene Bedingung also die, wornach sich die 
Konvergenz entscheiden lässt. (Siehe auch §. 164, HI u. V). 

Als Beispiele der Anwendung wollen wir die nachstehenden wählen. 

§.61. 
Das Kepler'scbe Problem. 

I. Die Planeten bewegen sich in Ellipsen, in deren einem Brennpunkte S (Fig. 40) 
sich die Sonne befindet. Sey AB die grosse Axe der Ellipse = 2a, S und S' ihre 
Fi 40 Brennpunkte , CS = CS' = e, wenn C der Mittel- 

punkt. Alsdann ist A das Periheliura (Sonnennähe), 
B das Aphelium (Sonnenferne). Der Planet selbst 
bewegt sich ungleichförmig um die Sonne, schneller 
in der Nähe des Periheliums, langsamer in der des 
Apheliums. Immerhin ist die Bewegung jedoch so, 
dass er die Hälfte von A bis B in derselben Zeit 
zurücklegt als die zweite. Um nun die hieher 




* In der ursprünglichen Reibe ist ja U — auch < 1. 

Un 
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gehörigen Bestimmungen leichter durchführen zu können, denkt man sich einen 
(eingebildeten) Planeten, der mit dem wahren in demselben Augenblicke von A 
ausgeht, und in derselben Zeit nach B gelangt, als letzterer, jedoch mit gleich- 
förmiger Geschwindigkeit den über AB beschriebenen Halbkreis durchläuft. Gesetzt 
nun, der wahre Planet sey in M, der scheinbare in N ; man ziehe MR senkrecht auf 
AB, welche Linie den Kreis in P treffe; man ziehe ferner CM, CP, CN, SM, SP, se- 
ist der Winkel ACN = tpdie mittlere Anomalie, ACP = xdie exzentrische 
Anomalie, ASM = v die wahre Anomalie, während SM = r der Fahrstrahl ist. 
Kennt man v und r, so kennt man offenbar die Lage des Planeten vollständig. Sey 
nun i die Umlaufszeit des Planeten; t die Zeit, welche verfliesst bis er in M ist, so 
ist auch x die Umlaufszeit des eingebildeten Planeten und man hat also 

t \ft _2itt 

wodurch t/> bekannt ist. 

Nun lässt sich ganz elementar beweisen, dass die Fläche des elliptischen Aus- 
schnitts ARM zu der des Kreisausschnitts APR sich verhält, wie die kleine Axe der 

Ellipse zur grossen, d. h. wie Va 7 — e* zu a. * Ferner verhalten sich die Dreiecke 

RSM und RSP wie RM zu RP, d. h. wie Va'— e*:a, also auch ASM : ASP 

Nach einem Gesetze der Bewegung muss die vom Fahrstrahl beschriebene Fläche 
der Zeit proportional seyn, d. h. da a V* 1 — e 2 it die Fläche der Ellipse ist: 

ASMiaVaT^^tit. ASM = a Va 7 ^* -L , 



und da auch 

so folgt 

und da weiter 



ACN:a*« = t:t, ACN = a*ir — 

t 



ASM:ACN = Va l — e l :a, 
ASM:ASP=V**-e , :a, 



so ist 

ACN = ASP, mithin da ACN = ACP — NCP, ASP= ACP — SCP, ist auch NCP=SCP. (a) 
Ferner ist 

NCP = iNP.CN = {a(x-^)a = ia , (x-v), SCP = |SC.PR = iea«n(180°-x) 

= {ae«nx, 

so dass aus (a) folgt : 

a (r — ip) = e tin x , il=^+ -u'nx. (b) . 



Aus dieser Gleichung hat man x durch \p zu finden. Kennt man dann x, so 
ergeben sich v und r. Es ist nämlich 



* Sind mr, mV zwei unendlich nahe Ordinate» der Ellipse; mn,*m'n' des Kreises, so 
muss (§. 20, II) mm'r'r sowohl als mra'n'n als Rechteck betrachtet werden. Die Flächen 

verhalten sich dann wie m r zu m n und da diese Bich wie Va* — e* zu a verhalten , so ver- 
halten sich auch die Flächen eben so. Durch Summirung ähnlicher Elemente entstehen die 
genannten Ausschnitte, so dass der Satz bewiesen ist. (Vergl. §. 46, II.) 
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r _ mMmt Vi 

CR— — a**x, SR—« — ac«x, PR=a«"»x, MB:P_ — V a s — e'.a, MB — 1 — 



= \ a'-e'/i-x. 

1* = ^ — aeoexl 1 — (a 1 — e l )»« I x = a J — 2i«»#x — e , *e»e , x = (a— «c*ri • 

MB _ Va'— e»s^x _ SB _ a x — e wr 

SM i-efwi SM~a-e«wx' l-re*r 

_ _____ 

a- e l-e<wx 




Die Gleichung (bj gehört nnn zu deo in §. 60 gelösten. In der dortigen 
Gleichung (25) i*ta = *, <f(x) = ~sinx, io da« die Summe tob 

-„„*-_.______. ______ ___________ (e) 

den betreffenden Werth ron x liefert. 

Die Bedingungen find: rin x nicht Noll ron x = *> bis in dem betreffszier: Werth«; 
daza gehört, dast 0 oder 180* nicht zwischen diesen Werth en hegt. Da rnre» = 0aoeb 
x =0, für n> — 180* auch x — 180*, so Verden vir nns also auf f> zwischen 0 and ISO 0 , vas 

genägt , einschränken. — Ferner darf nicht ^-nm- <x — totx — 0 seyn, d. h. nicht 



tgx = x — f». Die— ist ebenfalls nicht möglich . da sonst wegen (6) — rin x — x„ 



x = f wlre, was wegen ± > 1 nicht „geht. 



der Reihe (c) , so kann man endgiltig immer leicht sich überzeugen, ob der so ge- 
fundene Werth der (b) genügt. 

IL Was die in (c) rorhandenen Differentialquotienten betrifft, so ist : 
— - — — n nn-' %> eot i>. 

i 1 tin n tp 

-f^i~ = n (o - I ) (n - 2) «»— * * eos * * - n (3 n - 2) nn— ' * * . 

-y^ = n(n-l> (n-2) (n-3)««*-^^<ro#V-2n(n-l) (3n-4) 
+ n (3n — 2)iin"ip , u. s. w. , so da^s 

— — - — — 2rinyeotip, —r—^- =6 rin y coi 1 ty—3rin l ty, — —.- =24 rin y co*\—40rinhpX 
off ctp' 8^* . 

«wf». ^^=120«n^co#« V »-440«Vv'e<« t *4-65«i.V J 
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Andere Bestimmung der Differentialquotienten. 241 
III. Man kann — & ^„_ t auch in anderer Weise ausdrücken. Gemäss §. 54, V ist 

all »— 1 X 

nämlich e 11 = cos x 4- i sin x , also auch e~ 1 1 = cos x — i «n x , woraus 2 «nx = 

= i (e~ ' x — e 1 *), da y = = — i ; und 2 cos x = e ' 1 4- e ~ 1 «. Daraus folgt für ein positiyes 

J • 

(2«»x) 2 '» = (e-' I -e")*' n i tra = (i , )»^e-«»' J - ^ e -««— «)" 

H- 2 "^ m a - 1 > .-(.-41 + (§. 5). 

Aber (i*) m = (— l) m ; femer sind in der Reihe die Koeffizienten von Anfang und Ende her 
gleich : also ist diese Reihe 

— e *»i. + e -* ml1 — — [e<* m - 2)lx - t -e-t tm - > ) | »] + 2m ^ 2rn ~ 1 ^ [e' ,0 '-*)"+e-(«»- < )"] 

1 1.2 

. 2m(2m— ])...(m-M) „ _ n 2m , n nK .2m(2m-l) .„ 

— ...± - - = 2<?o«2mx — 2 — <?o*(2m-2)x4-2 . „ ' cm(2pi-4)x 

J. • • • . m 1 1 • ä 

_ 0 2m(2 m -l)...(m + 2) , 0 2m(2m - 1) . . . (m + 1) 
~- + - J.2...(m-1) C0,2X± r^TTm ' 

so dass also 

/ ix.oc o 2m _2m(2m— l)...(m4-2) 

(_1)»2 ! m - 1 «n 8 -x = 2 mx — cos (2m — 2) x 4- ... + — — — ^- '- cos 2 x 

l l.^...m — 1 

, 1 2m(2m— l)...(m4-l) 
- 2 1.2...m 

Ferner ist 

(2«n x)* m+I = (i)* ra+l (e~« 1 — e+ 1 »)» m + 1 = (i) 2 m+1 [e~ <» m+l ) 1 1 — 2 - m ^tl e - (s m - 1» i * + 

....± (2m + ? ) f m - , - m + 2 (e-''-e'')],d.h.dai[e-'''-e»'']=2W»ax,(i)»"»=(-l)": 
1 . £ . . .m 

(-D-^-m»-+ , x=#m(2m 4- l)x - 2 -^f^#m(2m-l)x 4- (2m ~ M ) 2m ( 2 m _ 3) x 



(2m+l)2m..,(m + 2) . 

~~ i r~ö ~zr~ ** 



ttnx. 



Daraus folgt nnn nach §. 18: 

(_!)« 2 t»-t 8> °"^ ' mx = (2m) 1 —' co« [2mx 4- «]-y(2m- 2)« — • X 

i 

c M[(am -2). + ^»] + ..± 2 ° <2 i m -^ +2) 2.--. TO ,[2, + ^ a ]. 
( _, r =<,«+ „-„„[^H- + «=.] - !=±1<2— V- X 

Dieagar, Differential- u. [aJejfral-Rochnunf . 2. Aufl. )g 
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a««'nt Va'— e' 

CR— — &eosx, SR=e — icosx, PR=a«"nx, MR:PR=Va t — e^a, MR~ 



= V r a l — e'iinx, 

also 

r »=(e— aeo*x)M-(a*— e*)«n f x = a a — 2aeco*x + e , <o#'x = (a— eco*x)*, r=a— eco»x. 

■ 

Dann 

MR _ V» 1 — e'<inx SR _ a cos x — e «tnt> 

nw,; "" SM - a-ecwx ' co$v ~ SM~ a-ee^x* l-heo*t> 

V'a^e" 2 #mx 
— .. — . • 



a — e 1 + cos x 

d. h. 

^lv = ^^^Jx. 

Die Gleichung (b) gehört nun zu den in §. 60 gelösten. In der dortigen 
Gleichung (25) ist a = \j) , <p(x) — — sinx, so dass die Summe yon 
e . 1 e 1 önVij; l e 1 d 1 sin**}> 1 e'S'jrtn*»^ 

„ + _ „„ „ + — _ + _ - -_ + r ^ r4 -^r + W 

den betreffenden Werth von x liefert. 

Die Bedingungen sind: nnx nicht Noll von x = tp bis zu dein betreffenden Werthe ; 
dazu gehört, dass 0 oder 180° nicht zwischen diesen Werüien liegt. Da für i/i = 0 auch 
x — 0 , für tfj = 180° auch x = 180°, so werden wir nns also auf y zwischen 0 und 180°, was 

genügt , einschränken . — Ferner darf nicht — sin x — (x — — cos x = 0 seyn , d. h. nicht 

tgx — x — y. Diess ist ebenfalls nicht möglich , da sonst wegen (b) jjt»x = ^x, also 

a a 
cosx = — wäre, was wegen — > 1 nicht angeht. 

Beachtet man diese Bedingungen weiter nicht, berechnet vielmehr die Summe 
der Reihe (c) , so kann man endgiltig immer leicht sich überzeugen, ob der so ge- 
fundene Werth der (b) genügt. 

H. Was die in (c) vorhandenen Differentialquotienten betrifft, so ist ; 

— = n «tn"~ 1 v cos ip, 

8 I *»n n ty . , 

— g — j— = n (n — 1) stn n y cos * — n stn° ip , 

6 1 sin* 

— — , = n (n — 1) (n — 2) «n»- 3 1/> c©* 1 <{; — n(3n — 2)*wl ,, - , 900«?, 

jr* * g j jj» 0 

-g~- = n(n— 1) (n — 2) (n — 3)«n n - 4 i/i eroi*^ — 2 n(n — 1) (3n — 4) «n—«^co« , <» 
4- n(3n — 2) <in n v», u. s. w. , sodass 

8«nV „ . 8 3 stn s ti( , . . 8 s «m*ü> . „ . . 

— g ^ =2atn^ cos V, ■ - =6 sin y cos *v>-3 stn fy, g™i =24 «in co*»ty— 40 «n'y X 

«w * • 8 = 120 «» * V — 440 sin 1 y cos 1 y + 65 sin b , mithin endlich 
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x = v + y«n^ + (y) ♦*» * co * V + (^) («'" V«*»* V — ~ *m" v) -+- («w> <»coi 5 

* 

III. Man kann — q-^T' anch in anderer Weise ausdrücken. Gemäss §.54. V ist 

e I x e — I X 

nämlich o t * = co8x + irinx, also anch e~ iX = eotx -in'nx, woraus 2itnx= - 

= i (e~ 1 1 — e 1 *), da y = ~ — i ; und 2 eos x = e ■ * + e ~ ' «. Daraus folgt für ein positives 
ganzes m : 

(2«nx)»» = (e- ll -e") t '»i im = (i i r (•' tmU - y? e -t»— »)»« 

Aber (i , ) m = (— l) m ; ferner sind in der Reihe die Koeffizienten von Anfang und Ende her 
gleich : also ist diese Reihe 

— e »mli +e -Jmli _ ^ [ e (tm-l)li + „ - (t m-2) 1 «"j _,_ 2m<2m— 1) J" e t» «o-4) 1 x fi — (« m — *> I »J 

1 1.2 

, 2m(2m-l).,.(m+l) „ n „2m rtV 0 2m(2m-l) 

— ...± . 0 — - = 2eo*2mx — 2 — tfo*(2m-2)xH-2 — , ' - w(2m-4 i 

1 .2. . . m 1 1.2 

._ 2m(2m— l)...(m-H2) _ , 2m(2m-l)...(m+l) 

— (-- T~o — 7 T\ cos x — , — ö , 

_1.2...(m— 1) 1.2...m 

so dass also 

/ iwot» i ... „ 2m _2m(2m— 1). ..(m + 2) 

(— l) m 2« ,a - , «n*»x = co*2mx — co*(2m — 2)x + ...+ — — \ cos 2 x 

i 1 .22.. .m — l 

1 2ro(2m— l)...(m-+-l) 
~ 2 1.2...m 

Ferner ist 

(2 tin x) 1 m+I = (i)' m+1 (e-' 1 — e+ 1 »)* m+ 1 = (i)* m+ 1 [e~ ftm+i)u__ 2mH ~ l e -(»»-')i" +. 

. ._e<«'»+ , )ix] = (i)tmi(-( e -l«m+l)li_ e («m+l)l»)_ ?2Lti ( e -(tm-l)H _ e rim-l)ii) + 

± (^±l^ : tn^ (e _ Ii _ eU)Ld h . daiCe -.„_ e .. 1] = 2 „. naXt(i) «„ 1=:( _ ir: 
l.<£.. .m 

(-l)»2» m ,ifl t ^ l i=im(2m+l)x-^im(2m-l)i + ^ q ) — itn(2m-3)x 

1 1 . & 



+ (2m+ l)2m..,(m + 2) ^ 
1 .2.. .m 



Daraus folgt nun nach §. 18: 

(_l)m 2 tm-i d '"~* ™' Mx = (2m)"°- 1 c*,[2mx-+-^— -*]- ~(2m-2)»-' X 
Ol 2 1 

c M [(2 m - 2) x + ^«] + ..± 2 " (2 | m - 1 ^ +2) 2^-.coU2 I + ^»3. 
(_I).*.£=5^2 =(!«+ D.-AO.-+ 1), + 2 f ,] - ?^ti(l— 1,.- X 

Dicnfar, DUforcntfal- n. Integrsl-Reohannt;. S. Anfl. lg 
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sin 



m-l)x-+- --*] + ..+ rZZ^ «tn[x + — *], 



2m —1 11 

d. h. da cot [a H — — it] — cot [o -+- mit — — it) — cot (« — ~ 1t) eo$m it = (— l) m ima, 

2 tn 

«*«(«-+- - — rr) = tin(a-\-mn) = tinacotmit = (— l) m «ina: 
2 

fttm— I x 2 m 

2*— 1 — — , = (2 m)«— ' «tn 2mx-^ (2 m- 2)»—' «in (2m-2)i + 

2 m (2m-l)...(m + 2) m _, 
1 1.2...(tn-l) 45 ** ^ 
ütm .{„1 m-t-1 - 2 m -1-1 

2'- - "*„ ■■^(2m+.l)''Wn(2m+l)x--p(2m-l) t '«»(2m-l)i + .... 

, (2m + l)2m....(m + 2) itM . 
+ — 5 1 ,M iwx, 

Hieran« folgt nun : 

_JL==,m2y, — pr-^g: [3»«n3^-3«m^, — ^- = ^ [4 J «t»4v^4.2 8 «m2*L 

^^=^[5 4 «»5, P -5.3«,m3^4-lO«n«,0. = ~ [6»«m6 V'- 6 . 4»«t»4 * 

H-15.2»«m2*], ^ "T" = JTs t 7 * *»' n7 * ~ 7 • 6 "' ,ft 5 * + 21 . 3'rinSv - 35«»*], . . . 
woraas auch: 

x = * T* m * + \ Ca") * m2 * "5" C"a )' (3 * m3 XP ~ V) + T (■7y( 2 ' m4t '' 
— * m2 *) + 3^4(7) (125«m5* — 8l«m3*4-2«t»*) + ^) [81«'»6*-64«n4* 

-4- 5 «tn 2 *] + [16807 «tn 7 - 15626 «tn 5 *+2187 «tn 3 * - 5 «m *] -4- . . . 

Auflösung der Gleichung x = a + bi M . 
IV. Man soll die Gleichung 

x = a H- b x* 

auflösen. Hier ist qp (x) = b x» 8 " J - = b" mn (mn — 1) . . (m n - n + 2) x m a ~^\ 

also ist die Summe der Reihe a -f- b a" -h b* a 1 "— 1 -h AEff* " ' ~ ^ b 8 a 8 """' + . . . 

+ mn(mn-l)...( mD -p+2) fen a „ B _ B+l + 

2 .... n 



falls diese Reihe konvergent ist, die a am nächsten liegende Wurzel jener Gleichung. 
Ist b a m > 0 , so ist diese Wurzel > a ; ist b a m < 0 , so ist sie < a. Da q>' (x) 
= rabx n - 1 , also (f> (x) — (x — a) <p' (x) = a m b x— 1 -t- bx m — mbx» = bx— 1 
[am — (m — 1) x], so darf nicht 0 zwischen a und der Wurzel liegen, und auch nicht 

I . Was die Konvergenz der Reihe anbelangt , so findet man als Quotienten 

zweier auf einander folgender Glieder (§. 60, IV) 



i 
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der Gleichung x = a -+- b x». 243 

(mn + m) (mD + m-1) (ma + m-n+1) fe 

mn(mn-l) (ms — n+2)(n + l) 

■ 

(mn + m) (mn + m — 1) (mn + 2) (in n + 1) ^ &m ^ l 

~ (m n — n -+- m) (m n — n -+- m — 1) (m n— -n-f-2) (n-+-l) * 

-(.-, + =)(.-, + ==!) • 

was für n = QO zu ( m _j),-i b a ra_1 wird. Somit rauss ± ( m _ 1 ) tB ~i b a m_1 < 1 sey n . 
V. Für m = 2 ist die Reihe 

a + ba» + 2b»a» + 5b»a* + ....+ 2n (2n - 1) . . . . (n+2) hn ^ l + 

2. ...n 



nnd es muss + 4ab<l seyn. Dabei darf die Summe dieser Reihe nicht so liegen, dass 
zwischen ihr und a sich 0 oder 2 a befinden kann. 

Da hier die Gleichung x = a-!-bx J aufzulösen ist, so findet man *=wz±wz V*— 4ab. 
Entwickelt man nun nach §. 64, 1 Vi — 4ab, wo + 4 a b < 1 , so ist 

also 

1 1 i r~. — : — r «. 1.3.5...(2n — 1) _, . . 

s - äi Vi=iS=.+."»+ + 2 , 4 . 6 .„ (2n+ -if- 2 -' t - + 

und da 

1.3. .(2n— 1) 1.3.6..(2n— 1) 1.2...2 n (n+2)(n+3)..2n ' 

2.4..(2n + 2)' * lw2.3..(n+l) — 1.2..(nH-l).2.4..2n 2...n 

so sieht man , dass die durch obige Reihe ausgedrückte Wurzel = ^- — ^- V\ — 4 ab ist. 

Zu Zu > 

Man wird sich nunmehr auch Überzeugen, dass alle übrigen Bedingungen erfüllt sind. Sey 



1) a>0, b>0, also auch ba*>0, so ist 1 — 4ab< 1 , also die Wurzel>0, aber 
auch^>a und < 2 a. Denn für x = a ist x<a + bx', für z = 2a aber a+bx*=a-r-4a*b 
= a (1 -4- 4 a b)<2 a , mitbin x^a + bx', so dass zwischen a und 2 a ein Werth Ton x liegt, 
für den x = a + bx\ und dieser eben ist die betreffende Wurzel. 

2) a < 0, b > 0, also b a* > 0, so ist 1 — 4 a b positiv und > 1 , also die Wurzel < 0, 
aber>a. Denn für x = 0 ist x>a + bx : , für x = a ist a + bx* = a-f- b a*> a, also ist 
x<a + bx', so dass eine Wurzel zwischen 0 und a liegt. 

3) a>0, b<0, alsoba*<0; 1 — 4 a b > 1 , die Wurzel positiv, aber < a und > 0. 
Denn für x = a:x>a-r-bx*; für x=0:x<a + bx*, woraus die Behauptung folgt. 

4) a < 0, b < 0, also b a* < 0 ; 1 — 4 a b < l , also die Wurzel negativ, jedoch < a und 
>2a. Denn für x = a:x>a + bx»; für x = 2a:a-f-bx* = a(l -+-4ab)>2a, alaox<a 
+ bx*, woraus wieder unsere Behauptung folgt. 

16* 
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Auflösung der Gleichung f (x) ~ k. 



§• 62. 

Auflösung der Gleichung f (x) = k. 
I. Setzt man in der Gleichung (24') des §. 60 <p (x) = k ~y^, wo k eine 
beliebige Konstante, so hat man, da jetzt ^xf = ~]~i 9>( x ) — (*— a )y' ( x ) 
= k ^^, a ^ f (x), folgenden Satz : 

Ist die anendliche Reihe 

'^[w1 + oK(w)1^3K(t^)1- <*> 

konvergent und a ihre Summe, so ist a eine einfache Wurzel von f(x) = k, 

vorausgesetzt, dass -y^y- nicht Null oder oc ist von x = a bis x = a, und 

f (x) nicht sein Zeichen wechselt innerhalb derselben Gränzen. — Zwischen 
a und a liegt dann keine andere Wurzel, [f (a) muss Null seyn, sonst wäre 



Null für x = a; P (a) aber darf nicht Null seyn]. 



x — a 

II. Setzt man die (26) unter die Form 

a = a-+-A 1 kH-A a k , + A 3 k» + ; (a) 

setzt weiter in der Gleichung (22') des §.59 ip (x) = f(x), F(x) = x, so 
hat man, verglichen mit (26), auch: 

x = a-f-A 1 f(x) + A,f(x) t -h.... + A B f(x)" + 0>) 

woraus wir nun A ( , A 2 ,..., bestimmen wollen. 

Zunächst ist hieraus 

da f (a) = 0, so gibt diese Gleichung für x = a (§. 22, I) : 

Sodann ist 

*— a— A t f(x) _ » , . ,,,, 

woraus für x = a : 



f(x) 1 

Da die Grösse erster Seite einen bestimmten Werth hat, so ist es auch 
so mit der auf der zweiten Seite; da aber der Nenner für x=a zu Null wird, 
so muss es auch der Zähler seyn, * wie man auch unmittelbar sieht. Aber 



* Vergleiche die Note zu §. 30. S. 118. 
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8 ^=2f(x)r v (x)istnoch0furx=a, also mass auch 8 [x ~ a ~ A| f = 1 
- A, f'(x) es seyn; dann ist = 2 f (x) 1 4- 2 f (x) f ' (x), wasfürx=a 

zu 2 f (a)' wird; eben so ilfc^j^MMI = — A, P" (x), so dass also 



8x» 

A,_ 2r(a)*' 

Allgemein ist nun 

x _ a - A, f (x) - A, f (»)'- .... - A„-, f (x)»-' 
Y^ji = A„ 4- A„+if(x)4- 



woraus für x = a: 

» 1~* — a — A, f (x) - A, f (x)» - . . . . A„.. f (x) °-'l 

An -L ?w= I 

Nun aber findet sich : 

il^ = mf(,)P-if (x); ^: = ni(m _,) f(x) -. r <x)*4-mf(x)— f"(x); 8 -^ ! 

= m (m — 1) (m - 2) f (x)— > f (x)* 4- 3 m (m - 1) f (x) »-« f (x) f" (x) 4- m f (x)—> f 8 (x) ; 

8 ^ t = m (m - 1) (m - 2) (m — 3) f (x)~-* f (i)* + 6m(m-l) (m - 2) f (x)-»- 3 f (x) l f" (x) 

4- 3 m (m - 1) f (x)»-« f" (x)* 4- 4 m (m - 1) f (x)— « f (x) f» (x) 4- m f (x)^> f* (x); 

= m (m - 1) («n - 2) m - 3) (m - 4) f <x)— • f (x)' 4- 10 m (m - 1) m - 2) (m - 3) 

f (x)™-* f* (x)« r (x) 4-15 m (m— 1) (m — 2) f (x)— » f (x) f ' (x)* 4- 10 m (m- 1) (m— 2) f (x)"»-« 
f (x)' f ' (x) 4- 10 m (m - 1) f (x)—* f (x) f > (x) 4- B m (m - 1) f (x)— « f (x) f(i) + mf (x)— ' 

f 6 (*);.. 

Daraus ist ersichtlich, dass — ^-r- mit dem Gliede m (ra — l) 

' 8x n v - ' 

(m - n 4- 1) f (x)— f (x) n anfängt, während alle anderen Glieder höhere 
Potenzen von f(x) enthalten. Demnach ist 

8 ^^ = n(n-l)...ir(x)«4-P. 

wo P jedenfalls den Faktor f (x) enthält, so dass für x = a: 

8 ^^ = D(n-l)...lf'(a)- 

ist. Wie ferner leicht ersichtlich, verschwinden alle Differentialquotienten 
von f (x) n bis zum n** n für x = a , so dass 



T k 8"f(x) k 8»f(x)» 8"f(x)" -'-| 
a - l~ * 8x° "~'~8^ J. 

An - 1.2.3. ..nf(a)" ' D>1 ' 

Ans den obigen Entwicklungen ergibt sich aber leicht für x = a: 
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246 Auflösung der Gleichung *> (x) = 0. 

^^=36f(a)»f"(a), ^! = 90 f (a) f<< («)» + 60 f (»)» f» (a) 



?^=240f(.)>r(a). 

Demnach ist : 

__J_ _ A,f'(a) _ -A t f'(a)-6A,f(a)r'(a) 
Al ~f(a) ;Al_ 1.2f (a) 1 ' Ä3 ~ 1.2.3f(a)' 

_ - A t f (a) - 2 A , [3 f" (a) ' 4 f (a) f ' (a)] - 36 A, f (a)' f ' (a) 
*~ 1.2.3.4f'(a)» 

-A l f»(a)-10A,[2r(a)f«(a)+f'(a)f«(a)]-30A,r(a)[3r'(a)'H-2f'(a)f , (a)] 
. -240A 4 f(a)»r<a)_ 



1.2.3.4.5f'(a) 6 
ü. 8. W. 

Auflßsnng der Gleichung 9 (x) = 0. 

III. Will man nun mittelst dieses Verfahrens eine Wurzel einer vorge- 
legten Gleichung y (x) = 0 berechnen, so muss man bereits einen ange- 
näherten Werth a derselben kennen, so dass <p (a) nahe an Null ist. 
Setzt man dann die Gleichung unter die Form y> (x) — <p (a) = — <p (a) und 
in (26) f(x)=y(x)-9>(a), k=~9(a), so ist f(a) = 0, und P (a) = y' (a), 

also fVrr^ = ~it\ nicnt Null. Endlich wird man immer annehmen dürfen, 

\f(x)A 9 (a) 

es sey y' (x) [= P (x)] nicht Null von x = a bis zur gesuchten Wurzel, da 
letztere nahe an a liegt und man immer a so finden kann, dass nicht </>' (a) 
= 0. Da nun allgemein P (x) = (x) , so wird man also hiernach die 

Grössen A t , A, mittelst (c) herstellen und dann gibt 

x = a-A t 9(a)-+-A, V (a) l -A jV (a)» + (27) 

die gesuchte Wurzel. Die Konvergenz dieser Reihe wird sich im Allge- 
meinen nur schwer ermitteln lassen; man wird daher getrost einige Glieder 
derselben berechnen und aus ihrem (etwaigen raschen) Abnehmen schliessen, 
dieselbe konvergire rasch, somit nur die etlichen ersten Glieder gelten lassen 
und schliesslich sehen, in wie weit das gefundene Resultat wirklich als Wurzel 
der Gleichung angesehen werden kann. 

IV. Einige Beispiele mögen das Verfahren erläutern : 

1. Die Gleichung x»— 60 x J 4- 999 x — 3734 = 0 hat eine Wurzel nahe an 21. 
Für x = 21 ist <p (x) = 46 , also schreibe man die Gleichung auch so : 

x» — 60 x * -h 999 x — 3780 = — 46 , 

und hat f(x) = x J — 60 x* 4-999 x — 3780, k = — qp (a) = — 46 , a = 21, f (a) 
= -198, f'(a) = 6, f»(a) = 6, f*(a) = 0; (§.30,1); 

J_ 3 ___?!£. a _ 3205 158738 

198* 1 ~ 198» * * ~ 198»* 4 ~198 T * b ~ 198« 
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also 

, 46 , 3.46» , 216.46» 8205.46» 158738.46» 

X = £1 + -— -+- ■ . H 77777; H 77777. h 



198 198' ^ 198* ^ 198 7 198° 
= 21 + 0232323 + 0 000817 -f- 0 000069 + 0 000001 + 0 000000 
= 21 233210, 

welcher Werth auf fünf Dezimalstellen richtig ist. (Vergl. „Grundzüge" S. 178.) 

2. Man soll die Gleichung x = 2«nx auflösen. Für x=l 8849556 (= 108°) 
ist x — 2«nx = — 0-0171574, 

so dass man die Gleichung schreiben wird: x— 2 «nx -4- 00171574 — 0*0171574. 
Dann ist 

f(x) = x— 2«nxH-0-0l7l574,— 9»(a)=0-0l7l574,a=l-8849666(=108 0 ),r(a)=l-618034, 
f"(a) = 1902113, f»(a) = — 0618034, f* (a) = — 1 902113 , . .. . 
_ 1_ _ 0 951056 _ 1 975678 



,1-618034 * * 1618034» ' 3 1-618034»' 

0-0171574 _ 0-951056. 0 01 71 574 1 1*975678 . 0'0 1 71574' 
x - 1-8849556 + r618() . J4 1 -618034» + ~ 1~618Ö34» 

= 1 8849556 -f- 0 0106038 - 0 0000661 -f- 0 0000009= 1*8954942, 

oder wenn man diese Grösse in Winkelmaass ausdrückt: x= 108° 36' 13 7" (vergl. 
mein „Handbuch der ebenen und sphärischen Trigonometrie** S. 100). 

§. 63. 

Das Fourier'sche N&herungsverfahren bei Auflösung von Gleichungen. 

Das in §. 62 mitgetheilte Verfahren, die reellen Wurzeln einer Gleichung 
näherungsweise zu bestimmen, wird in vielen Fällen ausreichen. Wir wollen 
jedoch bei diesem Anlasse eine zweite Methode solcher Auflösungen mit- 
theilen. 

I. Angenommen, die Gleichung f (x) = 0 habe eine einzige reelle Wurzel 
zwischen x = a und x ~ b, wo b > a sey. Diess ist ganz gewiss der Fall, wenn f (x) 
ron x = a bis x — b sein Zeichen nicht wechselt, was wir nun voraussetzen wollen. 

Sey nun a-f- a der wahre Werth dieser Wurzel , wo also a > 0 aber < b — a 
"seyn muss, so ist demnach 

f(a + a) = 0, d.b.f(a) + af (a + 0«) = O, ° = ~ ? {1+0 a ) {% ' 53,I) ' 

Ist nun A der grösste Werth, den f (x) erhält, wenn x von a bis b geht (ohne 

— f(») f(a) 
Rücksicht auf das Zeichen), so ist jedenfalls a >• — , so dass a — noch un- 
ter der Wurzel ist. Da übrigens f (a + 0«) und f (a) von verschiedenem Zeichen 
. . . , f(») 

sind, so ist — ganz gewiss positiv. 

Sey weiter b — ß die wahre Wurzel , wo ß > 0 und < b — a , so ist eben so 
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und also auch 0>^» so dass b — ^ noch über der Wurzel ist. Demnach hat 
man als engere Gränzen der Wurzel : 

A A 

II. Gesetzt nun, es sey auch f" (x) immer von demselben Zeichen, von x = a 
bis x = b, so wird also f (x) bloss wachsen oder bloss abnehmen ron a bis b; dabei 
haben f (a) und P (a) immer verschiedenes Zeichen. * Gesetzt nun 

1) es seyen f (a) und f ' (a) positiv. Alsdann ist P (a)< 0 und da P (x) wächst, 
so ist A = P (a) : 

2) es seyen f (a) und f (a) negativ. Jetzt ist P (a) > 0 und P (x) nimmt ab, also 
A=P (a); 

3) f(a)>0, P'(a)<0; also f(b)<0, P'(b)<0; f (a) ist < 0 , P (x) nimmt 
ab , also P (b) — A ; 

4) f (a) < 0, f (a) > 0, also f (b) > 0, f ' (b) > 0 ; P (a) >0, P (x) wächst, also 
A = P(b). 

Hieraus folgt nun, wenn man Alles zusammenfasst, der nachstehende Satz: 

„Ist von x = a bis x = b (b > a) P (x) von demselben Zeichen, während 
f(x) sein Zeichen wechselt, indem es durch Null geht; ist A der (dem ab- 
soluten Werthe nach) grösste Werth von P (x) zwischen diesen Gränzen, so 

liegt eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0 zwischen a — und b — 

A A 

und zwar ist die erste Grösse unter, die andere über der Wurzel. Ist ausser 
den vorigen Voraussetzungen auch noch f" (x) immer von demselben Zeichen 

zwischen a und b, so liegt die Wurzel zwischen a — und b — , wenn 

f (a) f (a) 

f(a) und f"(a) dasselbe Zeichen haben, oder zwischen a— b — 
v ' v f'(b)' f(b)' 

wenn diess nicht der Fall ist." 

Dass man mit diesen neuen Gränzen in derselben Weise weiter rechnen kann, 
wie mit a und b, ist offenbar. 

UI. Immer unter der Voraussetzung, P (x) und P'(x) behalten ihr Zeichen un- 
verändert von a bis b , sey nun b — a = d und wenn a', b' die neuen Gränzen der 
Wurzeln, so sey b' — a' = d'. Sey nun 

1) f (a) und r (a) tod demselben Zeichen, also a' = a - ~Q , b' = b - ^ , d' = b - a — 
f(b)-f(a) = d f(a+d)-f(a> _ d W-MrW + grfr + ^-fft) 



P(a) f(a) P(a) 

2 P(a) ' 



* Denn, wenn a -f- a die wahre Wurzel ist, muss a >0 , also P (a + 6 a) und f (a) von 
verschiedenem Zeichen seyn ; d. b. da P (x) von z = a bis x = b sein Zeichen nicht wechselt. 



es ist immer f (a) und f (z) von Terschiedenem, und mithin f (b) und P (z) von gleichem Zeichen. 
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2) f(a) und f'(a) yon verschiedenem Zeichen, also a' = a- *J§r, b'=b-^ , d'=: 

f (b) f (b) 

h _ f(b)-fC) . f( b)-f(b-d) _- fO»-f(b) + df(b)-^r(b-ed) 

* f'W f(b) d f(b) 

_ d 1 f"(b— 0d) 
~ 2 f (b) ' 

Ist somit K der grösste Werth, den f" (x) von a bis b annimmt, so ist sicher 

.= d 1 K . , -d» K 

d <-TF^ oder <2-f(br 

Ist letztere Grösse <d, so weiss man, dass die neuen Gränzen enger sind, als 
a und b, und kann auch sofort sagen, wie weit sie zusammenstimmen. 

Als Beispiel wollen wir die Gleichung x 1 — 100 = 0, d. h. x l (x) — l (100) = 0 auflösen. 
Für x = 3 ist 3 1 (3) — / (100)< 0 , für x = 4 aber 4 1 (4) — /(100) > O, so dass eine Wurzel 
«wischen 3 und 4 liegt. V (x) und f" (x) sind innerhalb dieser Gränzen positiv, so dass a = 3, 

b = 4 , d = 1 ist. f (a) und f" (a) haben verschiedenes Zeichen , also a' = a - ^ , b' = b 

* W 

Ferner K = ~-, it^t =: 5Tr~T77Ti« ▼eiche Grösse <d ist. Aber 



f(b)* 3 * 2 f (b) 6[H-f(4)]' " ^ 6[l+/(4)] 

<0'1 und >0 - 01, so dass d'<01 und also die neuen Gränzen nur bis zur ersten Dezimale 
zu entwickeln sind. Man bat a' = 3 54, b' =361, so dass, da f (3*6) > 0, sicher die Wurzel 
zwischen 3 5 und 3 6 liegt. Setzt man jetzt wieder a = 3'5, b = 3'6, d = 01, so ist 

K = jF5' T FÖö^ 0 001 ater > 0 * 0001 » 80 da " die Rechnung » nf 3 Dezimalen genügt. 
Man hat 

a' = a - ^ = 3 5966, V = b - f J£- = 35973, 

so dass die Wurzel sicher zwischen 3 596 und 3598 liegt. Da aber f (8'597)<0, so liegt 
sie zwischen 3 597 und 3598. 

Jetzt ist a= 3 597 und b = 3 598, d= 0-001, ferner als grösster Werth von ^ f d) 

2 f(b) 

ergibt sich ein Werth zwischen 0*0000001 und 0 00000001 , so dass 7 Dezimalen genügen. 
Man findet 

a' = a - ^ = 3-5972850, b' = b - ^ = 3-5972851 , 

r (o) r (b) 

zwischen welchen zwei Werthen die Wurzel liegt. (Vergl. „Grnndzüge* S. 207.) 
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Elfter Abschnitt. 
Näherungsweise Berechnung eines bestimmten Integrals. 

§. 64. 



Ein jedes bestimmte Integral 



b f(x)8x, (a) 



in welchem f (x) zwischen x = a und x = b eine stetige Funktion von x ist 
(wenigstens nur endliche Werthe zulässt), hat einen bestimmten, von a und b 
abhängigen Werth, dessen Ermittlung dann immer leicht ist, wenn die unbe- 
stimmte Integration sich ausführen lässt. Ist Letzteres aber nicht der Fall, 
so mues man mit Näheruugsme thoden sich behelfen. Zu solchen Hesse 
sich die Integration mittelst unendlicher Reihen (§. 57) zählen, und es wird 
dieselbe in vielen Fällen von Nutzen seyn ; eine weitere Näherungsmethode 
haben wir in §.46, X angedeutet, da das Integral (a) immer als Ausdruck 
für den Inhalt einer ebenen Fläche angesehen werden kann. Wir werden auf 
diese Methode nochmals zurückkommen. Alle diese Methoden haben aber 
den Nachtheil, dass man keine bestimmte Fehlergränze kennt, d. h. also, 
dass man nicht weiss, in wie weit das Resultat genau oder nicht genau ist. 
Frei von diesem Vorwurfe ist nun die nachstehende Methode, bei der nur 
vorausgesetzt ist, f (x) sey so beschaffen, dass man für jeden beliebigen 
.Werth von x den ihr zukommenden Werth berechnen kann. 

Erste Näherung. 

I. Aus §. 52 folgt 

f (x + h) - f (x) = hf'(x) + ~ f" (x) + \fl* X l*{* + h - z) 8 z , 

oder wenn man z = h — u setzt (§. 42): 

f(xH-h)-f(x) = hr(x)4-^-f'(x) + jy^(h-u)»f > (x-f-u)8a. (b) 
Ganz eben so folgt aus §. 52 [wenn man dort f'(z) statt f(z) setzt]: 
f(i + h)-f(i) = hf'(x)+ / h (h-u)f'(x-t-o)8u. ( C ) 

J 0 

Aus (b) und (c) zieht man sofort : 

f(x+h)-f(x)-|-[f(x+h)-r(x)]=hf(x) + iy^l(h-n) l -h(h-u)]f»(x+u)8u, (d) 

wenn nur f • (x 4- u) endliche Werthe hat von u = 0 bis u = h. 
Das in (d) vorkommende bestimmte Integral ist gleich 
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[(b-u)(h-n-h)]f»(xH-u)8a = - / u(h — u)f»(x + u)8u. 

Da die Grösse o (h — u) von u = 0 bis n = h immer dasselbe Zeichen 
behält, so ist (§. 39, III) dieses Integral gleich 

— ( l (x + 0b)J*^uQi — u)8u = — lh a f a (x + 0h), 

so dass 

f (x + h) - f (x) = h r (x) + | [f (x + h) - f (x)] - ^ f » (x + 0 h). (28) 

Setzen wir znr Abkürzung f(x + h)-f(x) = ^f(x), eben so P (x-Hh) 
— f (x) = A f (x) a. s. w., so heisst die (28) auch 

^f(x) = hf(x)-h|-Jr(x)-~f 1 (x + 0h). (28') 

IT. Gesetzt aber, es behalte f 3 (z) dasselbe Zeichen von z = x bis 
z = x + h, so ist auch (§. 39, III) 

A(t-n)f l (i + n)»» = M /V(H-u)8u = M/*f*(x), 
J o J o 

wo M ein Mittelwerth von u(h — u) ist, wenn u von 0 bis h geht. Die 
Grösse u (h — u) ist aber für alle diese Werthe positiv (mag h positiv oder 
negativ seyn) und erreicht ihren grössten Werth für u = \ h (§. 24), wo sie{h s 

0h* 

ist, so dass wir ganz wohl setzen können: M = wo Ö zwischen 0 und 1. 
Demnach ist 

A f (x) = h f (x) + iL A r (x) - ^ A t • (x) . 
Daraus ergibt sich auch sofort: 

Jf(x) = hf(x)+|-Jr(x)-^Jf»(x) + (^-|)h»J'f(x). 

l© 11 11 

Aber ^ ~ ~g ^ e 8 fc zwischen ^ und — ^ oder auch zwischen und — ^ * 

so dass wenn man setzt 

AI (x) = h f (x) + -| Äff (x) - 1 zf f»(x) + J> f (x), (29) 
die Grösse ©' zwischen — 1 uod 4- 1 liegt 

Anwendung. 

III. Setzen wir in (28) nach einander x = a, a + h, a + 2h, 
a + (n — l)h, wo a -f- nh = b, also h = seyn soll (und etwa b > a) ; 
addiren sodann die sämmtlichen so erhaltenen Gleichungen, so ergibt sich 

f(b)-f(a) = h[f(a) + r(a + h) + ...4-r(b--h)J-f-|-[f(b)-r(a)]-^|-. 
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woP = f , (a+0 1 h) + f , (a + h + 0,h) + 4- f J (b-h 4- 0„h), ui;d 

@ t , . . . , @„ sämmtlich zwischen 0 und ] Hegen. Ist nun G der grösste 
Werth, ohne Rucksicht auf das Zeichen, Jen f'(z) annimmt, wenn z von a 
bis b geht , so ist jedenfalls P, ohne Rücksicht auf das Zeichen , kleiner als 
n G , so dass also, wenn 

f(b)-f(a) = h[f(a) + f(a + h) + ... + f'(b-h)]4-|-[f'(h)-r(a)] 

h» 

gesetzt wird, der Fehler nicht j^uG beträgt. 
Setzt man 

f(x) = Jrb)dx, f(x) = F(x), f»(x) = F l (x), f(b)-f(a)=y*V(x)8x, 

so erhält man hieraus den folgenden Satz : 
„Setzt man 

b F(x)8x = h[F(a) + F(a+b)H-F(a-h2b)-+-...-+-F(b-h)]-f--^-[F(b)-F(a)], (30) 



2 

wo h = , so ist der begangene Fehler geringer als ^ g *| G, wo G der 

grösste Werth ist, den F* (x) annimmt, wenn x von a bis b geht (immer ohne 
Rücksicht auf das Zeichen)." 

IV. Verfahren wir mit der Gleichung (29) ganz eben so wie mit (28), 

so erhalten wir, wenn wir sogleich f(x) = jF(x)dx setzen: 

F(x)8x = h[F(a)-hF(a + h)-f-F(a + 2h) + ... 



4- F (b - h)] 4- 1 1 F (b) - F <a)] - |F' (b) - F' (a)] , 
mit einem'Fehler gleich ^ mnltiplizirt mit 

0/[F'(a + h)-F'(a)]4-e 2 '[F'(a-|-2h)-F'(a-4-h)]H-.... + 0 n '[F'(b)-F'(b-b)], (d) 

wo Q t ', — @„' zwischen — 1 und 4- 1 liegen. Da aber F 2 (x) von a bis b 
dasselbe Zeichen haben muss (der Voraussetzung in II nach), so wächst F' (x) 
von a bis b, oder nimmt immer ab ; demnach haben die in (d) vorkommenden 
Differenzen alle dasselbe Zeichen. Daraus folgt, dass die Grösse (d) ent- 
halten ist zwischen den zwei Werthen, die man erhält, wenn man in (d) alle 
0' gleich 4- 1 , oder — 1 setzt. Diese sind aber 

F' (b) - F' (a) und - [F' (b) - F' (a)] , 
so dass die (d) gleich ist ©' [F' (b) - F' (a)] , wo 0' zwischen - 1 und 4- 1. 

Man hat also den zweiten Satz: 

„Hat F* (x) vonx = abisx = b immer dasselbe Zeichen, und man 

setzt : 
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y^F(x)8x==h[F(a)4-F(a-l-h)-4-F(a-+-2h) + ... + F(b-h)] + |-[F(b)-F(a)] 



-^[F'(b)-F'(a)], (31) 



wo Ii — b so ist der begangene Fehler kleiner als das letzte Glied, 



d. h. kleiner als ~ [V (b) - F< (a)]." 

Die Sätze (30) und (31) sind nun die gesuchten Näherungs- 
forrae In. 

§• 65. 

Zweite Näherung. 

I. In derselben Weise, wie in §.64 hat man: 

a f (x) = hf (x) + h ! s r<x) -+■ ~ f •(«) + ^ f 4 W -h - «) 4 f s (« + o) 8 u , 

A f (x) = h f" (x) + ^ f 3 (x) -r- ^ f* (x) -+- -1 ^"(h -u) 5 f»(x-fu)3n, 

J r (x) = h f J (x) -f- ^- f 1 (x) + -L y % - u) • f • (x -H n) 8 ii . 

Daraus ergibt sich : 

At (x) - A /f r (x) + ^ /ff 1 (x) - h f (x) 

+ iy\( h _ u )«_2h(h- U ) 3 4-h J (b-u J )]f»(x4- o)8n. (e) 

Aber (h - u) 4 - 2 h (h - u) s + (h - u) 2 h l =(h-u) 1 [(h-u)'-2 (h-u)h 
+ h'J = (h — u)^ 1 , so dass das in (e) vorkommende bestimmte Integral 

gleich j h u 1 (h - u) 2 f 5 (x H- u) 9 u ist. Da u 2 (h - u) 2 nur positiv ist , so 

hat man wie in §. 64, I: 

J \* (h - u) « f 6 (x ■+- u) 8 u - f » (x + 0 V <h-u)> 8 u - ^ f 8 (x + 0 b) , 

so dass 5 

Jf(x)-hr(x)+|-Jf'(x)-^Jf"(x)4-A_f 5 (x+0h). (32) 

wenn nur f 5 (z) endlich ist von z = x bis z = x -h h. 

II. Behält aber f 5 (z) dasselbe Zeichen von z = x bis z = x 4- h, so er- 
gibt sich, wie in §. 64, II, wenn man beachtet, dass der grösste Werth von 

u 2 (h — u) 2 = Lu(h — u)] 2 für u = $h erhalten wird, wo er ^ ist: 



(b - ■)« f • (x + u) 8 o = J f (x) , 
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a ' 

SO dass 

Jf(x)=hf(i) + |jr(x)-^^r(x) + 1 |^^(x). 
Man kann hieraus wieder ziehen: 

^f(*> = hr<,)^r^ 

AW 72Ö~16^4 lie 8 l zwischen nnd - ^ ~ t also auch zwischen ^ 



— y^q» so dass 



Jf(x) = hf(,) + }jr(x)-^Jf t(x) -H^ Jf * (x)+ ^ J{4{x)> (33) 

wo 0' zwischen - 1 und 4- 1 , aber f 5 (z) von z = x bis z = x-4- h dasselbe 
Zeichen behalten muss. 

Anwendung. 

III. Genau wie in §. 64, III und IV ergeben sich aus den Sätzen (32) 
und (33) die folgenden : 

„Setzt man 

y^F(x)8x = h[F(a) + F(a + h)-+-.... + F(b-h)] 

Ii h ^ 

+ -g- [F (b) - F (a)j - - fp. (b) _ F (a)] , (84) 

wo h = so ist der begangene Fehler kleiner als ~^G, wenn G den 

grössten Werth bedeutet, den F 4 (x) erlangt, wenn x von l bis b geht" 
Sodann aus (33) : 

„Ist F*(x) von x = a bis x = b von demselben Zeichen und man setzt: 

^F(x)8x==h[F(a)H-F(a + h)H-F(a + 2h)-f-...4-F(b-h)]H-|-[Fa>)-F(a)] 
" £ T (b) - T (a)] + *L [F* (b) - F» (a)] , (35) 

wo h ~ ^T 5 ' 80 i8t der begangene Fehler kleiner als das letzte Glied." 

Die ganze Zahl n ist in den Sätzen (30), (31), (34), (35) ganz be- 
liebig; je grösser man sie nimmt, desto kleiner wird h, und also auch der be- 
gangene Fehler, so dass man es in seiner Gewalt hat, diesen beliebig klein 
zu machen. Eine vorläuäge Untersuchung des Fehlers wird auch über den 
zu wählenden Werth von n entscheiden. 

oiJL^7h?J' 46 .' x ******* drei Punkte der KurTe 6108 kromme Linie « de ™ 

We.cbung y a + bxH- cx* ist, xa legen, bloss eine Gerade durch zwei Punkte, also durch 
Ln fände fl .;!: ,egen ' 10 die FIftche ABCD in Paralleltrapexe xerlegt nnd 
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Y[yo-l-2y 1 +2y J + 2 y„_i -f- y „] , 

b — a AD 

wo h = = — . Diese Grösse ist aber geradezu die Grösse 

n u 

h[F(a) + F(a + b) + .... + F(b-h)] + ^-[P(b).-F(a)], 

welche in obigen vier Näherungsformeln jeweils zuerst , in (30) allein , erscheint. Demnach 
sind diese vier Formeln genauere Feststellungen der Gleichung 



F(x)8x = h[iF(a)-HF(a + h)-i-F(a4-2h)-f-...+F(b-h) + JF(b)]. (36) 



V. Die Anwendang der einen oder andern der vier Näherungsformeln 
ist ziemlich einfach, so dass wir es füglich unterlassen können, ein Zahlen- 
beispiel zuzufügen. — Wir bemerken nur noch, dass selbst in dem Falle, da 
b = o© ist, unsere Formeln anwendbar sind; nur muss dann die Reihe F(a), ^ 

F(a-f-h), F(a-h2h) möglichst rasch konvergiren, so dass die 

spätem Glieder derselben nicht mehr zu beachten sind. Wegen der Schätzung 
des Fehlers werden die Formeln (31) und (35) jetzt vorzuziehen seyn. 

Verlangen diese beiden Formeln allerdings die Unveränderlichkeit des 
Zeichens in F a (x) oder F*(x), so wird — falls diese Bedingung nicht erfüllt 
seyn sollte, doch der Anwendung Nichts entgegenstehen, indem man das 
Integral in mehrere einzelne theilen kann (§.42, II), welche einzeln nach 
diesen Sätzen berechnet werden können. 

§.66. 

Berechnung eines bestimmten Integrals mittelst der Interpolationsformel. 

I. Die oben aus einander gesetzte Methode verlangt, dass in dem be- 
stimmten Integral J yBx die Grösse y als Funktion von x gegeben ist. In 

diesem Falle wird sie immer anwendbar seyn , da sie in allen Fällen eine 
Schätzung der Fehlergränze zulässt. Anders verhält sich jedoch die Sache, 
wenn y nicht als Funktion von x gegeben ist, sondern man nur für eine Reihe 
von Werthen von x, die zwischen a und b liegen, die zugehörigen Werthe 
von y kennt. Sind in diesem Falle die Werthe von x in gleichem Abstände 

h, und ist h = — n —» so kann man, wenn y 0 , y t , y J} . . . , y B die Werthe von 

yfürx = a,a-hh,...,b sind, ungefähr setzen (§. 65, IV) : 

y%8x = h(^y 0 + yi +y,4-... + y„-i + yy»), (360 

wobei man freilich keinen Maassstab für die Fehlergränze hat. Genauer wird 
übrigens die Formel des §.46, X seyn, nach der 



f. 

wobei h = ^=-^ vorausgesetzt ist. (Siehe §. 67.) 

z n 



y 8 x = y [y 0 + 4y t -I- 2y, + 4y, -+- 2y 4 -+- . . . 2yt»-t + 4yt«-i -t- yt.] , (37) 
b — a 



Digitized by Google 



256 Berechnung bestimmter Integrale mittelst der Interpolationsformel. 



II. Ist aber die Annahme, es seyen die Werthe von x in gleichem Ab- 
stände, nicht zulässig, so kann man sich in dieser Weise nicht helfen. Ge- 
setzt Dämlich, es seyen für x = a, a t , a 2 , . . . , a„_,, b, woa<o, < a t < . . 

< a„_i < b die Werthe von y : y 0 , y t , y 2 , , y„_, , y„, und man wisse 

sonst Nichts über y (als Funktion von x), so wird man, eben in dieser Unge- 
wissheit, annehmen, y sey eiue ganze Funktion von x, d. h. eine nach Po- 
tenzen von x geordnete Funktion, derart, dass y die obigen Werthe annimmt, 
wenn x die angegebenen Werthe hat. Man sieht leicht, dass alsdann 

y = g gi * + g» ** + • • • + g» *" 
seyn muss, wo nun g, g t , . . . , g„ (der Anzahl nach n 4- 1) so zu bestimmen 

sind , dass für x = a, a t , . . . , «„_, , b : y = y 0 , y t , . . . , y n _, , y„ ist. 
Daraus folgen für g, g t , . . . , g n bestimmte Werthe, und es gibt eben dess- 
halb nur eine einzige ganze Funktion von x vom Grade n, welche diesen Be- 
* dingungen genügt. Finden wir also irgendwie eine solche, so ist es die ver- 
langte. Als solche erscheint aber sofort : 

(x — o t ) (x — a t ) . . . (x — ap— i ) (x — b) 

^ (a — a t ) (a — a t ) . . . (a — a„_i) (a — b) ^° 

4- ( x — a ) (x — a t ) . . . ( * — «»->) (x — b) 



(x — a) (x — g t ) . . . (x »— a n -<) (x — a n -i) 
(b — a) (b — o t ) . . . (b - a n _,) (b - «„_,) y "' 

welche sicher vom n Mn Grade ist, und den obigen Bedingungen genügt. 
Setzt man 

(x — a) (x — a t ) (x — o,) . . . (x — «»_,) (x — b) = f (x) , 
so heisst diese Gleichung auch : 

f(x) 



y = - 



Vf(x) V. x-« t V f(x) 7 J« t 
f(x) fx-a a - t \ f(x) (x-\> X 

^ x-a n ^ K f(x) »-bUW.V/ 

wo die angehängten Zeiger andeuten, man solle in der eingeklammerten 
Grösse x = a, « 4 , . . . , b setzen. Demnach ist 

Diese Formel ist genau richtig, wenn wirklich y eine ganze Funktion des 
Grades n ist; sie ist nur näherungsweise richtig, wenn diess nicht der Fall 
ist. Sie gilt natürlich auch, wenn a, a A , a 2 , . . . , «„_! , b in gleichen Ab- 
ständen sind. 

III. Die Grössen sind Produkte von n Faktoren 

x — a x — «j x — b 

des ersten Grades, ihre Integrale lassen sich also immer unmittelbar er- 
mitteln. Zu dem Ende bemerken wir, dass: 
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(x — a l ) (x — a z ) — x* — (a t 4- a,) x 4- a t s, , 
(a — a,)(x — a,) (x — a,) — x 1 — (a t -+- a, -f- a 3 )x*4- (a t a, -f- a, a, -+- a, a 3 )x — a, a. a, . 
(x — a t )...(x — a 4 ) = x* — (a t 4- a, 4- a, -t- a l )x , -r (a t a, 4-a t a^-f-Bi a 4 4-a 2 a 3 -+-a s a 4 4- 
a, a 4 ) x 1 — (a 4 a^ a, 4- a t a, a 4 4- a t a, a 4 4- a. a, a 4 ) x 4- a 4 a, a, a 4 , 

(x - a t ) (x - a 2 ) . . . (x — a„ ) = x« - C 4 x°-' 4- C, x»- 1 - C 3 x«- 3 4- . . ± C„_, x + C, 

wenn man mit C t , C, , . . . , C„ die Summe der Combinationen zur ersten, 
zweiten , . . . , n u " Klasse aus den Elementen at , a, , . . . , a, (ohne Wieder- 
holungen) bezeichnet. 

Man kann übrigens auch etwas anders verfahren. Gesetzt nämlich, 
man habe irgend wie 

f (x) = A 0 4- A t x 4- A, x* 4- . . . . 4- A„ + i x n+l 

gefunden, und sey x — k einer der Faktoren von f(x) ; ferner 

i^ = B 0 4-B 4 x4-B a x l 4-...4-B n x», 

so muss identisch 

A 0 4- A t x 4- A, x» 4- . . . 4- A„^-i x n+1 = (x — k) (B 0 4- B l x 4- . . . 4- B„ x n ) 

seyn. Daraus folgt: 

A 0 = -B 0 k, 



A^B^-B^, 
A, = B t — B, k , 

A B = Bn_i — B* k 

An+I — B n 



R _ B «- A i 
* — k ' 

« _ B i — A i 
k ' 



B„ = 



Bn-I A , 



wornach B 0 , . . . , B„ aus A^, A t , . . . , A,*, leicht gefunden werden. Ist 
nun 



so ist also 



wo 



Ii 



A 0 x4-A 1 — 4- A,-^- 4- . . . 4- An 



r n*t 



n+l n4-2 



f(x) X» X 3 

_Li-8x=:B 0 x4-B 1 -4-B l -4-...4-B n — . 



T» — A 0 T» B 0 — A, _ B„.| ~ An 

»0 — £~ • D i — ^ t • • • » D n — £ • 

Wie man sich noch weitere Erleichterungen verschaffen kann , ist wohl 
nicht schwer abzusehen. Das Gesagte mag aber genügen. 

D langer, Differential- u. Integral-Rechnung. 2. Ann. 1? 
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§. 67. 

Unmittelbare Ableitung der in §. 66, I gedachten Niherongsformeln. 

I. Seyen y 0 , y t , . . y„ die gegebenen Werthe der (sonst unbekannten) 
Funktion y fQr x = 0 , h, 2 h , . . . , n h , und man bilde , wie in §. 56, II die 
Differenzenreihen nach der dortigen Uebersicht, in der y 0 an die Stelle von 
y tritt. — Die Formel 

— T^(f-0^ + Kr-0G- 2 )^ » 

hat non die Eigenschaft, dass wenn x=^0, h, 2h,.... ist, man für y findet 
y 0 , y,, y a , Für x = rh erhält man nämlich 

und es lässt sich leicht beweisen , dass der Werth der zweiten Seite dieser 
Gleichung gleich y r ist. * Man kann also die Formel (a) ganz wohl als all- 
gemeinen Ausdruck fQr y als Funktion von x ansehen (§. 66, II). 

Multiplizirt man in (a) die Produkte aus, so ergibt sich: 

-G--«p + "F-«f)i^ + G--'^ + <-"F + "Oi75 
+ - +a 4 - 22 4 - 120 f) £#+ <■» 

welche Reihe sich leicht weiter fahren lässt. 

Setzt man in der Formel (a) y r durchweg an die Stelle von y 0 , so er- 
hält man 

r-»+ t(v-0^t(t-0(t-0.^ + «• 

welche Formel für x = 0, h, 2h, . . . liefert: y' = y T , y T+1 , y r+t , 

wie man sich leicht überzeugt? wenn man das Schema des §. 56, II mit y, 
statt y 0 beginnen lässt. 

Daraus folgt, dass wenn man in (b) für y 0 setzt y, man aus dieser 

' 

* Man hat an* §. 56, II: Jt = y 0 -+- Jy 0 ; y, = y t + A 7l = y„ 4- Jy„ + Jy 0 H-zf l y 0 
= y 0 + 2/ly 0 4-/f l y 0 ; y,=y, ■+■ Jy, = y°+2 Jy Ä + J»y 0 + Jy, + J' fi = y 0 + 2 Jy 0 
+ J» yo 4- Jy 0 + 4*y 0 + ^y„ + J , y 0 =y 0 + 3 Jy 0 + 3^y 0 4- J»y„ ; ist dann 

7» = yo -+■ y + ^ ! yo ■+■ • • -+■ * 7t> . •<> "t sicher eben so y B+ , = y t 4- -y- J y t 

(j»y 0 + JVo) + ... + ^ n yo + ^ n+, y Ä = yo+^^y« + ( ^-|^^ , y«-f-...J''^y 0 . 

wodurch der Satz bewiesen ist (§. 18, II). 
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neuen Formel [die (c) für r = 1] für x = 0 und x = h dasselbe erhält, wie 
aus (a) für x = h und 2 h; wenn man für y 0 in (b) setzt y 3 , man aus 
dieser neuen Formel für x = 0 und h dasselbe erhält, wie aus (b) fürx=2h 
und 3 h u. s. w. 

II. Aus (b) folgt 



1 1 1 19 3 863 

^ y 8 x = h [y, -+- — A y,- — y # + — J J y 0 - ^5 7o+ Jgö & 7o~ Ö048Ö J * yo+ ' ^ (d) 



Setzt man in (c) r = 1 und bestimmt dann daraus J^f 3x, so ist 

dieser Werth derselbe, wie der vonj^ aus (b) bestimmte u. s. w.* 
Diess kommt aber darauf hinaus, in (d) statt y, zu setzen y t u. s. w. — So 
erhält man / y3x, , / y3x und durch Addition: 



f: 



y8x = hly 0 -+-y 1 -t-y a H- + y„-i] 

-f- [ A y 0 H- A y» -+- A y, •+- + A y n _i] 

I " « • • f 

d. h. da Jy 0 4- Jy t 4- . . . -+■ ^y«_i = y. — y„ , <4 l y<> 4- ^'y, 4- . . . ^'y—i 
= zfy„ — Jy 0 ,...: 



* Es kommt diess darauf hinaus, dass venn man in (a) für y 0 setzt y r , man dasselbe 
erhalt, als wenn man für x setzt x + rh. Man kann diesen Satz leicht erweisen. Es ist 



»+{■ ^Kf-O^G-OG- 2 ),^- • - 

+ ÖT(f- 1 ) [J ' 7 » + f 4 '" + - 1 

-rbfCT-OCT-*) 1 ^-- 1+ - • 

+ r J nr }+ ir.KF-OftrbKf-OG-0]^- + 

d. b. (g. l&MI): 

, x+rh A , x+rh ^ x+rh t \A*y 0 , x+r h / "x+r h ,^/x-Hrh „" ^'70 



dort b = r , a = 4" Betzt " 
n 



17» 
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260 Ableitung der Formeln in §. 66, I. 



f. 



o \8x=h[ly 0 + y 1 -*-y, + ... + y»-,-h$ya]-^(^y»-^Fo)+^(^ , y n -^ , yo) 

-m^^-^^m^-^-^^ 79 -^^-' (38) 

Diess ist nun die Formel (36') des §. 66 mit weitern Ver- 
besserangen. 

0 

III. Aas (b) folgt eben so: 



f. 



"y 8 x = 2hy # 4- 2h Jy 0 -H |- y 0 - ^ 4*y 0 -H ^^ 6 7t — ^^*yo + • • - 



d. h. da Jy 0 = y t -y 0 , J a y 0 =y, -2y t 4- y B : 



f. 



/4k _ 
k yox, u. s. w. 

Daraus dann 



f. 



h y8x = -|-[y 0 4-4y 1 -»-2y 1 -l-4y J -+-2y 4 4- 4-4y,„_i 4- y«„] 

-H^M'yo + ^y^-H^y.-»- + ^ 5 y*-«] (89) 

37 h 

- äTgö^'yo-«- ^ 6 y» -+- ^ e y« 4- .... 4- ^y*^ 4- . . . . 
welches die Formel (37) des §. 66 ist. 

Da man diese Formeln nur dann anwenden wird, wenn y nicht als 
Funktion von x, sondern nur in einzelnen Werthen gegeben ist, so genügen 
die beiden Formen in (38) und (39), welche das bestimmte Integral bat, 

vollständig. Ist nämlich p y 8x zur Ermittlung vorgelegt und es ist für x = a, 

a + h, a4-nh:y = y 0 , y lt . .., y„, so ist die Aufgabe dieselbe, wie die: 

y3x zu bestimmen, wenn für x = 0, h, . . . , nh die Werthe von y 

sind y 0 , y t , . . , y„. 



r. 
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Zweites Buch. 



Differentialrechnung für Funktionen mehrerer unab- 
hängig Veränderlichen. Vielfache Integrale und 

deren Anwendung. 
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Zwölfter Abschnitt. 

Differentialquotienten für Funktionen mehrerer unabhängig 
Veränderlichen. Vertauschung dieser letzteren. 
Analytische Anwendungen. 

' . §68. . 

Differentialquotienten. 

I. So wie wir seither immer vorausgesetzt haben , es sey nur eine ein- 
zige unabhängig Veränderliche vorhanden , können wir auch annehmen, eine 
Grösse u hänge von mehreren Grössen x, y, z, . . . ab, welche letztere gegen- • 
seitig vollkommen unabhängig von einander sind. Man kann also eine jede 
beliebige dieser letzteren sich ändern lassen, ohne dass desshalb die andern 
sich ändern müssen. Eine Grösse, die von mehreren andern abhängt, 
also eine Funktion derselben ist, wird ähnlich der Bezeichnung in §. 15 durch 

f (x, y, z, . . .) zu bezeichnen seyn, wo x, y, z, . . . diejenigen Grössen sind, 
von denen jene abhängt In diesem Falle werden nun, eben da jede der un- 
abhängig Veränderlichen sich ändern kann, ohne dass desshalb auch die 
übrigen eine Aenderung erleiden, wahre partielle Differentialquotienten 
(§. 15) auftreten, so dass also wenn u = f(x, y, z, . . .) man die Grössen 

8u 8o 8u f^u 8'n 8^a 8'n 8'n 8'u 
8x' öy* 8* 8x*' 8x8y' 8y* f 8*8z* 8y8z' 8z* 

bilden kann. Die Bildung derselben geschieht genau nach den früheren 
Regeln, ist also keinem Anstände unterworfen. Von den partiellen Differential- 
quotienten höherer Ordnung gilt natürlich das bereits in §. 1 9, II nachgewiesene 
Gesetz, dass die Ordnung der Differenzirung eine ganz willkürliche ist. 

II. Besteht zwischen drei Veränderlichen x 4 y, z eine einzige Gleichung 

f(x,y, z) = 0, (a) 

so ist vermöge derselben eine der drei eine Funktion der zwei übrigen, indem 
zwei Veränderliche ihren Werthen nach müssen gegeben seyn, ehe man den 
Wertlf der dritten vermöge der Gleichung (a) zu ermitteln im Stande ist. 
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264 Differentialqaotienten bei Funktionen mehrerer Veränderlichen. 

Sey also z als Funktion von x und y angesehen, so kann man x sich ändern 
lassen, ohne dass y sich ändert, und y, ohne dass x eine Aendeiung erleidet. 
Mit anderen Worten, man wird die Gleichung (a) nach x differenziren dürfen, 
wobei y konstant ist, und nach y, wobei x konstant ist. Daraus folgt 
(vergl. §.17): 

Öf 8f 8z n 8f 8f 8z _ 

= 0, 1 = 0. 

6x bz 8x ' öy 8z 8y ' 

8 z 8 z 

woraus — , d. h. die partiellen Differentialquotienten von z nach x und 

y, folgen. Differenzirt man diese Gleichungen wieder nach x und y, so er- 
hält man (§. 19, IV): 

8x« 



i t+ 8x8z 8x + 8i» \bxj + 8z 8x» * 



8*f 8»f 8z 8'f 8z 8z 8_z 8f 9*z 

Öx8y "'"BiÖz 8y bySz Bx^ez* 8x8y + 8z ÖxÖy ' 

ö 



»f t 0 8'f 8z M f?_z\ 2 8f8_l«_ n 
j^'üybmby + tz'Uy) + 6z8y»~ 0. 



, 8 l z ö*z 8*z - , 

woraus dann ^ , , — t folgen , u. s. w. 

III. Bestehen allgemein zwischen den n Veränderlichen x, , x, 

x„ die m Gleichungen 

9 t (xt, x t , ...... x„) — 0, j 

V, (X t , X, X n ) = 0, f 

} 0») 

<Pm(x t , X, , X„) = 0, / 

wo m < n , so sind in Folge dieser Gleichungen m der Veränderlichen ab- 
hängig von den n — m übrigen , welche letztere aber vollständig unabhängig 
von einander sind. Sind so z. B. x, , x, , . . . , x„ abhängig von x m+u . . . , x a , 
so darf man die Gleichungen (b) nach jeder dieser letzteren Veränderlichen 
differenziren, wenn man dabei beachtet, dass x 4 , . . . x m Funktionen derselben 
sind. Man erhält dann m (n — m) Differentialgleichungen der ersten Ord- 
nung zur Bestimmung der Differentialquotienten l~ ; Q 8xm , 

CXbi-H ÖXn OXm+l 

• ... 8 ~, die in derselben Zahl sind. Diese Gleichungen haben die Form: 

8_«P 83 8j» 8_ x 2 , 8» 8x m 9» = 

8x t 8x r 8x, 8x, "' 8x ra 8x, 8x r ' 

wenn man hier für r setzt: m -t- 1, m ■+■ 2, . .. , und für g> dann g> t , y,,..., <p m . 

Wie man eben so zu höheren Ordnungen aufsteigen kann, ist klar. Als Bei- 
spiel wollen wir die Gleichung 

x' + y' + x'^r» 
betrachten. Man zieht aus ihr (r* konstant): 
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Dlfferentialqaotient von f (a + « x , b.-h ß x , . . ) . 265 
,8z . '8z n , , /8zV 8*z A 8«8t , 8 l z _ t /8zY 

X+Ir- =0, y+l~ =0, 14-1 — I +«—.=0, — -+- Z :r-r- = 0 , 1 -+- I — I 

8x J 8y V8xy 8x* 8y 8x 8x8y V8yy 

8*z__ n „8z8|z 8 J z_ n o 8z 8'z 8z8'z 8 3 z ö^e 8_z 9 8_z 8'^ 

~ h *8y t_0 ' 3 8x8x l " f " Z 8x s_0,2 8xex8y + 8^8x l + Z 8x I 8y~ , 8y»8x" hZ 8y8x8^ 

8'z A .8z 8»z 8*z A 
+ i ö — r— i = 0, 3— £— ; + = 0, a. s. w. 
8x8y* 6y8y l 8y J 

Entwicklung Ton — f(a + ax, b -+-/*x, . . .) . 

Ol 

IV. Wenn aach zu den früheren Untersuchungen gehörig, mag doch, 
des späteren Gebrauchs wegen, hier noch die Entwicklung von 

— f(a + ax, b + |»x, c+yx ) 

gegeben werden, wo a, b, c, . . ., a, . Konstanten sind und x die unab- 
hängig Veränderliche. Ist a + ax = y, b-hßx — z t c-f-yx = u, , so 

ist (§.19): 

^f(aH-«x, b + ^x, c + ya....) = f£«H-!^ + !{7 + 

, 8y 8z a 8u yt* f i j. 

da — = a, — — ß, ^ = p. s.w. Hieraas folgt : 

8*f ö'f d'£ 

dP f(a+ "' b ^ X « ) = -8T» a,+ ^78l a ^8^^ + 2 8T8^ ay + 2 8^ y 

Man kann diess auch in folgender Form schreiben : 

£r<a + «, * + ••■) = ( 8 ^«+| i ^-!-^r + )*'. 

welche Bezeichnung wohl von selbst verständlich seyn wird. * Allgemein ist 

d a r 8 8 8 v 

~f(a-hax, b-hfx. c + yx,...) = ^« + 8 -/»+^y+....j f. 

Gesetzt nämlich, dieser Satz gelte für n = r, so gilt er auch für n = 
r+1. Denn ist 

£_ f(a + OXt b + , x > = (£«-»-£*-«-....)''. 

* Entwickelt man Q-i+±ß+± 7 + )*, ,o bat man il«^^«* 

8* 8* 8* 8* 

4- — ,i? l -f-2^— T-ay-f-2^— r- /?y-l- r— iy'H- Setzt man hier überall noch f zu 

8z z 8y 8u 8z8u 8u*' 

und zwar neben 8 1 , so hat man genau den rorhergehenden Werth. In diesem Sinne ist also 

(8 8 "V . 

8y° + 8z^ + '"/ f, man solle nach ge- 

w&bnlieher Weise die n u Potenz des eingeklammerten Ansdracks bilden and neben 8° überall 
noch f zusetzen. 
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266 Vertauscbnng der unabhängig Veränderlichen, 

so ist 

^'<' + "- b+ " >=s{Gr + r.' + --)''} 

8/8 8 „ V , 8/8 8 V 

{ 8 8 V+* . 

wodurch nan unsere Behauptung bewiesen ist, da für r = 2 der Satz 
gilt (§. 18, II). 

§.69. 

Vertauschnng der anabhängig Veränderlichen. 

In §.21 haben wir gesehen, in welcher Weise die Differentialquotienten 
auszudrücken sind, falls man für die seitherige unabhängig Veränderliche 
eine andere wählt. Für den Fall mehrerer unabhängig Veränderlichen lässt 
sich diess eben so leicht nachweisen. 

I. Sey zunächst z eine Funktion zweier unabhängig Veränderlichen x 
und y, und man führe für diese zwei andere u und v ein, die mit x und y 
zusammenhängen durch die Gleichungen 

¥>(x, y, u, t)=0, y(x, y, u. t) = 0, (a) 

so folgt aus (a), dass x und y Funktionen sind von uundv, während letztere 
Grössen von einander unabhängig sind. Demnach hat man*(§. 15):' 

8_z _ 8z 8 x 8_z8y8_z_8_z8x 8_z 8y 

8u~8x 8ä"*"8y 8u* 8 t ~~ 8x 8 y + 8y 8~* " ™ 

Die Werthe von , p-, folgen (nach §. 68) aus den Gleichun- 

gen (a) ; setzt man sie in (b) ein , so kann man hieraus die Werthe von 

;r-t ~, ausgedrückt durch ~ finden. Differenzirt man die Gleichungen 
oi oy cu ot 

(b) wieder nach u und v, und beachtet dabei, dass ^ , ^ im Allgemeinen 

von x und y abhängen, welche Grössen Funktionen von u und v sind, so 
erhält man (§.19): 

8jx 8J_z /8xV 8»z 8x 8y 8^x /8yV 8z 8»x 8z 8'y 
8u ,_ 8x l + 8x 8y 8u 8u"*~8y l KduJ **~8x 8u ,4 "8y 8n»' 

8»x _8»z 8x 8x 8»z /8x 8y 8x 8y \ 8'z 8y 8y 8 z 8*x 8z 8*y 
8u 8t — 8x* 8u 8t + 8x 8y V8u 8v brQuJ 8y*8u8? 8x8n8* 8y8u8T* 

ilf —*1± f 8x V » 8 ' 8 81 8 ? 8*z /8yV 8_z 8Jx 8z 8*y 
eT» - 8x» +- 8x 8y 8v 8r + 8y* \JbiJ 8 x eT ,4 ~8y {Tr 1 * 

8*x 8*x 8*x 8*y 8'y 8*y . , N 

woraus, nachdem^,, ^ ^ noch aus (a) gezogen 
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sind, die Werthe von ^ gpin^. ausgedrückt, folgen. 

Wie man hier zo höheren Ordnungen aufsteigen kann, ist klar. 

EL Es kann sich ereignen , dass wenn z eine Funktion der zwei unab- 
hängig Veränderlichen x, y ist, man für die drei Veränderlichen x , y, z drei 
andere r, <p, tp einfuhren will, wobei dann <p, xp als neue unabhängige, r als 
abhängige Veränderliche angesehen werden muss. Gewöhnlich kennt man 
dann x, y, z als Funktionen von r, g>, xff; im allgemeinsten Falle hätte man 
zwischen r, 9, \p, x, y, z drei" Gleichungen : 

f t (r. 9, *.x,t,s) = 0, f, (r,*,*,z,y,z) = 0, f, (r, x, y, t) = 0, (e) 

- 

8 % 8 s 

vermöge welcher — , ^, durch Differentialquotienten von r nach <p und 

i/; auszudrücken sind. Differenzirt man jede der drei Gleichungen (c) nach 
g> und xp t wobei beachtet wird, dass r eine Funktion von q> und dessgleichen 

, , , 8z 8t8i , 8187 8z 8z8x8z8y „ , ma „ 

x und y , und dass s~ = s~ + ^ » ^— = *- + ir st» 80 erhalt man 

8y> 8z 89 8y 8j» 8y 8z 8 v 8y Oip' 

sechs Gleichungen, von denen die zwei ersten sind: . 



8^ 8r 8t 8f, 8x 8f; 8y 8^ 



/"B z 8 z 8 z 8 y\ Ä 

(trz *z + zz « ) =0 ' 

VÖz 09 oy Og>y 



8 r 8 p 8p 8 z -89 8y8p 8z 

e^e^ ej^ ö^^ Hö^ eji ^8z e_z 8j 8y-\ 

8r 8*8*8x8*8y 8* 8« V8z 84» 8y Ü 9 J 

und die vier anderen hieraus erhalten werden, wenn man f 2 , f, für f t setzt. 

~ , „ , ~, . , , .. 8x 8y 8x 8y 8z 8z , 8z 8y 

Durch diese sechs Gleichungen druckt man ^ , ^ , ^- . ^ . ^ 8 ~ + ^ ^ 

s- 5- + ä~ fi durch die übrigen Grössen aus, und kann dann aus den beiden 
8i8f 0789 0 

9 z 8 s 

letzten Werthen ^— , ^ finden. In dem gewöhnlicheren Falle, da 

x = f t (r, 9 , ff), y = f, (r, 9, y), z = f 3 (r, v). 
bestimmt man zunächst nach Nr. I ~ » t~ durch fr-^ , fr-^ und bildet dann 

8x dy 89) 8«p 

diese letzteren unmittelbar aus der dritten Gleichung. 

Man sieht hieraus leicht, wie man sich zu benehmen habe, wenn Funk- 
tionen von mehr als zwei Veränderlichen gegeben sind. Wir wollen daher 
an einigen Beispielen das Verfahren erläutern. 



1. In den 



sollen x und y durch die neuen unabhängig Veränderlichen r und o> ersetzt werden, 

■ 

x = rcot 0» , y =: r **'?«». 



8z 8s _ 8z , 8z n 8'z , 8»z _ , . 

X 8-y- y e-i= 0 ' X 8^ + y 8l = 0 ' 8-? + 8T» = ° < e > 
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Hieraus folgt : 



8»x Ä 8«x 8*x 



8x 8x 8y_ . 8y_ 8 'x 

rr = << "° > ' ^ = ~ rWW *' Fr - **"*' So, - " 0 " 0 ' Ör 7 " 0 * 87öa,~ _ """" 8V l 



8*y A 8*y 8»y 



u. s. w., mithin 



8z dz 8z, 8z 8s. 8z 

-^ = ^coe*> + -sin», — =-~rstnm-h-tcosw, 
8r 8x 8y 8» 8x oy 

8*z 8*z , „ 8'z 8*z . , 

^-L — — ^-l tt in»eo$»+t^-§- (cos 1 <o — sin 1 ») -+- ||— * tsma cosco — ^ sin w 
8r8» 8x* 8x8y 8y öx 



— — COS co , 

öy 



** fi*z 8*z 8*z . 8z 8z. 



Demnach ; 



8z 8z 8i ma 8z 8z . ,8z Cosa, 

— 1= — cot a» . tt~ — t. — ttn 0 -+- ; 

8x 8r 8o> r 8y 8r 8» r 



= 0 ' , 8- =0 -8^ + ?8^+ Trr =<'- <«> 



8*z 8*z /^z %*z\ f§i 8z . \ ,/^*z . 8z 

8r* 8«» V8x* 8yV V8x 8y J V8x* 8yV 8r 

Also ist 

8z 8z_8z 8z 8z_'8z 8»z 8*z_8*z 1 8*z 1 8z 
X 8y -y 8^~8~i; , 1 8x H " y 8y~ r 8r' 8 z ,_h 8y t_ 8 r» r» 8« 1 " 1 " r 8r' 

d. h. die drei Gleichungen (e) sind : 

8z Ä 8z Ä 8*z . 1 8'z . 1 8z 
8« 

2) Man soll die Grösse Y i + Q0 >+ Q})' formen» indem filr die un- 
abhängig Veränderlichen x, y die neuen q), ip eintreten und als abhängig Veränder- 
liche r erscheint, wobei 

x = r cos 9 cos ff, y = reo*9>«n*, z = rring>. 

Hier ist 

8x 8r 8x .8r . . 

— — - — cos f> cos — tsinpcosrp, — = — cos g> cos y — TCosg>nnip, 
8y 80 8* 

• Art 

ll=p-cos9>sinxt>—rsin 9 sintt,, = eosq> siny + xco*<t>cosy , 

89 89» 8tp 8q» 

8z 8r . 8z 8r . 
8^ 8«p 8*> 8») 

Demnach wegen 

8z_8_z8x 8z 8y 8z __ 8z 8_x 8_z 8_y 
8^"~8x 8© , 8y 8«' 8*~8x 8* 8y8* : 
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8r. 8 z /8 r . \ , 8x/8r . N 

8s_ 8^ W +G^™' + reO '0 CO * yCO ** 
8x~* Sbr . x 

8r /8r . >y 

8y~~ /^8r . N 



woraus folpt: 



. /8r . \ ! TÖr , SQt . "\ n» 

cot'<p ^ cot <p — r ging, J -H |^ - *iw i/; -+- ^— «m p + r co*v J «o# p cot «/J 



/8r "\ 



_^)';[C-:) '- ]^ 

not q> cosg> — r tin <p^ 

3) Sey u eine Funktion der drei Veränderlichen x, y, z und man soll in der 
Gleichung 

8»u 8*u 8*u n 

8P + 8? + 8P = ° (0 

die drei unabhängig Veränderlichen x, 7, z durch drei neue r, <p, ersetzen, wenn 

x = r eo« ff» eo< V » y — r coi 9> tin xfi, z = r »tn 9». 

8z 8z 8*x 8*x 

Man hat hier ~ = co* q> cos \p, ^ = —Tsinqjcoexp, gy»=0, sintpcosty, 

8*x 

— — - = — costosinxb u. s. w. Ferner 
Ör8y 

8u 8u 8x 8u 8y , 8u 8z 8u , 8u 8u . 

T7 = ^rr + 878T + 8^8l = ^ C0 ^ CO '* + ^ < °^' M,, '' + rz' ,n ' > ' 
8u 8u8x,8u8y 8u 8z 8u . 8u 8u 

87 = ^8^ + 8^8^ + 8l8^ = -8l rMve0 ^-8l r#m ' ,nÄ * + r« r<S<,# ''' 



8n._8n 8z 8u8y 8u 8_z_ 8u 8u 
8v ~8x e^^eyö^^ez 8^~ - g^rfo»y«n^ + — 1 

e'n^/e'nai 8*n 8y 8»o 8z\ f 8'u ,8z 8*0 8y 8»n 8zN 

8r* V8x*8r 8x8y8r 8x8z 8 \r) eo$ * eot *+ ^ 8 x8y 8r 8y»8r 8y8z QtJ 

(8'u 8x 8*u 8y 8*u8z"\ . 8'u , . 8*u , . , 
8TFs 8i + Mi 87 + ^ 87jw==gp«o. » W co, ^»V««V 

8*o • , „ 8*u . . „ 8*u . „ 8'u . 

Ö7i m V+2 co« V «»» V «>* *in <p co# 9 cot v»+2 ttn 9» cc-** «n 
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V8x* 8* 8x8y 8* 8x8z 8»»/ 8x V8x8y 89» 

+ 8? ^ + 8yX* 8-J r# » B * WnV '- 9j t€0t99m + + \»M 8x 8, + 8s 8y 8* 

8*u8zN 8u . 

+ 8T^) rCO '*-8l r " n * 



8*u 8*u . 8u 

— 2 r l rin(pcos9> co$y — 2 r — — r 1 tinycot <f>tim{t— — r cot 9 coity 

8x8s öycz öx 

8u 8u . 

— —Teot<ptinxt> — — Tttn 9 >, 

8y 8 z 



8y' V.8x» &> 8x8y 8* 8x8a ^ 8x V8x8y8# 

8*u 8y 8'u 8«\ 8u 
8y* 8v 8y8i8f»y 8y 
fi*n 8'a 8*u , , . da 



8a 

— — xeo$9$\n v, 

b y 



leicht folgt: 

8*u 1 8*u 1 8^a 2 8a_ 1 8u_8Mi 8^a 8^u 
8~r 1 ~ + "r T 8T I + rW; 8* l+ r 8r r» V * 6* _ 8 x 1 "*" 8 y 1 "*" 8 * s ' 

so dass die Gleichung (f) ist 

+ 2. 8a ,1 8_^a 1_ 8ju _± =0> • 

oder wenn man beachtet, dass 

8'o 2 8n_ 1 S'Qrn) 
8r ,H " r br~ r 8r* '' 

1 8»(ro) 1 8*u _1_ 8^a_J_ 8u_. 
T Tr 7 ""*" r» 8»» rW» 8*' r' 89 



* Diese Gleichung heisst auch, nachdem sie mit r* multiplizirt worden: 

8 C x%*\ i 1 8 ^ 8a 1 8 ' n -o 

Fr V YJ + ^ 8, U^J + i^ ST'" 0 ' 

, 8p 8p 8/t 8p 
oder wenn man smq> = fi, also — = — — = — cu« v setzt: 

8 ( .8a>v 8 /-8a . \ 1_ 8 l a 
Fr V 8rJ + 8^ V + ^ 8 V = °' 

d. h. wegen co**9> = 1 — ft* : 

Unter dieser Form wnrde sie von Laplace gebraucht, and ist in derselben in den Anwendungen 
nun meistens benützt. 
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Der Taylor'aehe Satz. 27 1 

4) Sind x, y, z die drei rechtwinkligen Koordinaten eines beliebigen Punktes 
im Räume; x', y', z' die ebenfalls rechtwinkligen Koordinaten desselben Punktes 
für andere Axen ; u eine Funktion von x, y, z, so ist 

/8üY /^«V /^«V /8n\ l /8u\* 

8^u c^u 8*u 8»u 8'u 8»n 

8x* 8y* + 8x* ~ 8x'* 8y" + 8a'»" 

Man hat nämlich bekanntlich : 

x = a -+- a t x' -I- b t y' -+- c t z\ * t * -+- a, 1 -f- a,* = 1 , aj a, + b t b, -+- c t c, = 0 , 

y = |J + a,x'-+-b,T'-r-e,a', b t *-h b,*H-b,* = 1 , a t a, 4- b t b, -4- c t c, = 0 . 

x = y4- a 3 x' 4- b, y* 4- c, z'. c 1 * + c s , -r-c, , = l. a, a, 4- b, b, 4- c, c, = 0. 

Mithin 

8u^_8u8x 8o 8y 8u 8z _8u 8u 8u 
~bf~'bx 8x~' + 8y Bx'^ea 8x ; ~8x Bl + 8y"* 8 z'" 

8o 8u t 8u t , 8u. 8u 8u , 8a 8u 
87 = 8~x bl + 8y bl+ 8z b " 8x« = 8x ^ + 8 y *> + 8 z'» ; 

8^u 
~8x" 



,8*0 ,8*u ,8'u 8*0 8*u_ 8*u 

-* 1 oT' H " a, 8? + a * 8T l + 2a,a, 8T8l H " 2aiÄ » eTel^^eyTz' 

8*a 8'u 8*0 . 8'u 8*u 8*u 8*u 



8*u -8*u x 8*u .8*a , _ 8 l n , _ 8'u , _ 8*u 

«? = c 'fiV + c » e?^' e^ + 2Cl c «8T8l + 2c ' c '8T^ + 2c ' c '8T8l' 

woraus die Richtigkeit der angegebenen Sätze ganz unmittelbar folgt. 

§•70. 

Der Taylor'aehe und Maclaurin'sche Satz für Funktionen mehrerer Veränderlichen. 

Sollen die Sätze des §. 53 auf Funktionen mehrerer Veränderlichen aas- 
gedehnt werden, so unterliegt diess keinerlei Schwierigkeit. 

Ist f (x, y,z, . . .) eine Funktion der unabhängig Veränderlichen x, y, z, 
. . . , und man will f(x + h, y + k, z + l,...) nach Potenzen und Produkten 
der Grössen h, k, 1, . . . entwickeln, so setze man h = ah', k = ak', l = al', 
. . . und betrachte f (x 4- a h', y -h ak', z 4- al', . . .) als Funktion von a, die 
etwa mit F («) bezeichnet werden möge. — Nach Formel (6) in §. 53 
hat man 

F («) = F (0) 4- -iL V (0) 4- £l F HO) 4- . . . 4- ^ F» (0) 4- F»*'(©a). 

worin F(0), F'(0), F'(0), .. . die Werthe von F(a), , ^r^, 

für a = 0 bezeichnen. 

Gemäss §. 68, IV ist aber, wenn x 4- ah' = x', y 4- ak' = y', 

drrja) f 8 8 8 Y f/fV . v 
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272 Der Taylor*Bche Satz. 

Setzt man hier a — 0, so gehen x', y', z\ . . . in x, y , z, . . . über; eben so 
geht der Werth von ef **' x !' in den von ef o. s. w. über, * und das- 

selbe gilt von den höhern Differentialquotienten. Man hat also 

F- (0) « ( A h > + £ k * + £ ... + . .)- f (x , y , ,,..), 

und 

«-F- (0) = a- (A h < + ± k < + . y f (Sf y , i. . .) = (± « h ' + A a k' + . .)- f (x, y. . . .) 

= (Fi h+ 07 k+ n lH -'")" f<1,y ' 1, -- ) ' 
indem man sich leicht überzeugen wird, dass diese Art Multiplikation ge- 
stattet ist. 

Demnach : 

(Ö 8 8 ^ 

g x h + — k-K~l -+-... Jf(x, y, z,...) 

1 Z' 8 . 8 ^ 8 , V,, 
+ r2U h+ 8y k+ 8 l 1 + -J f(M ' I - ,) 

: (40) 



+ 



8 

> 

Q 



l...(n+l) f 

wo Q der Werth von 

(8 . 8 . 8 V +l , 



* Bildet man die beiden Grossen 

8f(x',y',z',...) 6f(i, y, z. . . .) 
8x' 8x 

so lauten sie durchaus gleich, nur stehen x', y', . . . in der einen an der Stelle von x, y, . . . . 
in der andern. Lssst man also in dem ersten entwickelten Aasdrucke a~0, d. h. x'=x, 

y' = y werden , so muss er genau zu dem werden , was der zweite Ausdruck unmittel* 

bar gibt. 

Man kann, um sich die Sache vollkommon klar zu machen, an einem Beispiele die Rich- 
tigkeit dieser Behauptungen unmittelbar anschauen. Sey z. B. f(x, y, z) = x a y*z 6 , also 

f («', y', z') = x" f* z'\ und sey in 8 * * (x ,'' J '\ 8<) - u setzen « = 0. Es ist aber 

c y oi 

8y'8z' y 2 * 8y8z ~ 4 ° X y 1 ' 

Demnach ist für a = 0: 



30x*y*z 6 , 

Dl /_ J _fc _R\ 

wie ersichtlich, identisch mit 



8y' 8z' 

8 »(xVz 6 ) 
8y 8z ' 
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Anwendung desselben. 273 

ist, wenn man nach geschehener Differenzirung für x, y, z,.. .. setzt: xH-@h, 
y + 0 h , z -h 0 1 , . . . , und <9 zwischen 0 und 1 Jiegt. 

Setzt man in (40) x = y = z = ... = 0, und statt h,k, ),...: x, y, z,..., 
so erhält man : 

f (x. y, z, . . .) = f (0,0,0, • ••) + (£-* + £-7 + ir * + .) 

: (4i) 

1 /" b 8 Ö \» 
+ 1 ... (n -TU Q '' 

Wo der angehängte Zeiger 0 bedeutet, dass man in den vorkommenden 
Differentialquotieflten (nach geschehener Differenzirung) x=0, y = 0, z=0, ... 
zu setzen habe, und wo Q' der Werth der Grösse 

ist, wenn man in den Differentialquotienten für x, y, z . . . setzt @x, 0y, 0z, . . . 
Es versteht sich von selbst, dass die Formeln (40) und (41) in ähnlicher 
Weise gebraucht werden können , wie die Theoreme von Taylor und Mac- 
Laurin , doch wollen wir uns dabei nicht weiter aufhalten und nur einer An- 
wendung der Formel (40) gedenken. 

Sind nämlich die Grössen h, k, 1, . . . so klein , dass man ihre höheren 
.Potenzen und Produkte vernachlässigen kann, so ist 

8 f 6 i 9 f 
f(x-r-h, y-f-k, z-H,...) = f(x,y,z,...)4- — h+--k-+-.-l 

o x ö y dz 

Diese Formel wird namentlich dann angewendet, wenn man die kleinen Aende- 
rungen von Grössen berechnen will, welche von mehreren anderen sich um wenig 
ändernden abhängen : wie z. B. bei der Berechnung des Einflusses der Beobachtungs- 
fehler auf die Resultate in der Trigonometrie (vergl. mein „Handbuch der ebenen 
und sphärischen Trigonometrie u , erste Abtheilung, 9. Abschnitt, zweite Abtheilung, 
7. Abschnitt). Die dortigen Formeln sind ganz nach dem Obigen gebildet. Aus 

c = aco*B -+- bcosA 

folgt, wenn a, b, A, B um z/a, z/b, A, z/B zunehmen, und man diese Grössen 
klein genug annimmt, um ihre Produkte zu vernachlässigen, da 

6c „8c 8c .„8c ... 

— cojB , — — Cot A , --- = — a«t«B, — -=-bnnA: 
ca ob od o A 

c -+- A c = a cot B H- b cot A -+- cot Bzf a -+- cot kAb — a tin B/fB — b tin kAk , 

Ac = cot B/fa -f- cot AAb — a tin BAQ — b tin kAk. 

(Das Weitere sehe man in dem angeführten Buche.) 

Dienger, Differential- n. Interrol-Recbnun?. 2. Aufl. 18 
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§.7i. 

Anwendung anf unbestimmte Form. 

Eine weitere Anwendung der obigen Formeln kann, ähnlich wie in §. 56 
IV, bei den Formen ^ für Funktionen mehrerer Veränderlichen vorkommen. 
Seyen nämlich f(x,y),F(x,y) Funktionen von x, y, die für x = a, y=b zu 
Null werden, so wird in diesem Falle zu . Setzt man nun zunächst 

x = a + h, y = b + k , so wird 

f(x, T ) _ f(a4-b,b^-k) __ f(a ' b)+ 8T b+ 67 ^^T^^eT^^^eT^- 4 -- - 

F(x,y) F(a + h,b+k) 8F 8 F 8'F h* 8'F , 8»F k« 

F(a,b)-f--b + -k + eV— -f-— bk + — , r2 + -' 

wenn man in den Differentialquötienten für x und y setzt a und b. Da hier 
f(a, b) = 0, F(a, b) = 0, so fallen in Zähler und Nenner die ersten Glieder 
weg. In dem Bleibenden hat man dann h, k gleich Null zu setzen; man 
sieht jedoch, dass, ohne zwischen h und k eine Beziehung festzustellen, hier 
gar Nichts zu entscheiden ist. Sey also k = ah, so kann man dann Zähler 
und Nenner durch h dividiren, und wenn man nunmehr h = 0 setzt, so ist : 

8_f ej 

f (a, b) _ 8x + " 8y 

F(a, b) 8F "öF 

(- ot — 

8x 8y 

wo in den Differentialquotienten x = a, y = b gesetzt werden inuss. Ist nicht 

8 f 8 F 

— = 0, = 0 , so bleibt wegen des willkürlichen a diese Grösse immer noch 

8 f 8 F 

unbestimmt; bestimmt wird sie aber auch, wenn ^— = 0, r— = 0. Wären die 

' 8y -8y 

vier Differentialquötienten erster Ordnung 0 , so müsste man zu denen der 
zweiten Ordnung gehen und hätte : 

8'f „ 8*f 8*f 



f (a, b) 8 x' 8x by 8 y 1 



F(a,b) e^F _8JT_ 8^F ' 
.8x» 8x8y ^8y> 

u. s. w. Wie man bei mehr als zwei Veränderlichen verfährt, ist hieraus 
schon klar. 

1) Z. B. die Grösse 

*(x)-f(y) 
x + 2y-3 

0 8f 1 8f 1 8F 8F 

wird TT für x=l, y=l. Hier ist r- = — , r~= , t— = 1, — = 2; für x — 1, 

U ox xby y 8 x 8y 

y = 1 sind diese Grossen 1, — 1, 1, 2, so dass der Werth des obigen Bruches = 

1 — a 

1 + 2« 
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Beispiele. 275 

worin et ganz willkürlich ist. Da diese letztere Grösse für a=l Null ist, für 

1 .... . — Hy) » 

a = — y unendlich gross , so kann also x _ f _ 2y — 3 fur x = 1 • J = 1 alle mö £~ 

liehen Werthe haben. • 

(x-hy)' 0 * 8 f 

2) Der Bruch t i_j_ y» wird q~ fiir x = 0 • y = 0 ; för die8e Werthe ist Qx = °' 

8y — °» 8x~ °» 8y— °' 8i'~ 2 * 8y*- 2 ' 8x8y~ 2 ' 8x t_2, Sy 1-2, 
8 l F 

8x 8y = 0 , so dass der Werth des Bruches gleich 

2 H- 4 o -+■ 2 a* _ 

24-2o» "l+a 5 " 



Grosse kann offenbar nie negativ werden; ihr kleinster Werth ist 0 für 
a = — 1 ; um ihren etwaigen grössten Werth zu finden, setze man ihren Differential- 
quotienten nach a gleich Null, und hat: 

<l-+-o) (l+o*) — a(H-a)* = 0, d. h. l+a = 0 oder l+o'-o(l + o) = 0. 

a + l=0 gibt a = — 1 , das Minimum ; 1+« 2 - a (1 -ha) = 0 gibt 1 — a = 0, 

a = l , also das Maximum, das mithin -5- = 2 ist, so dass ,r_r~i für x = 0, y=0 

* x ~i" y 

nicht unter 0 und nicht über 2 seyn kann. 

3) Der Bruch — — wird zu für x = y. Aber g^=co*x, g^— — co.sy, 

8F 8F 

^ = 1 , g-^ = — 1 , also für y — x ist der Bruch = 

cotx — acosx co»x{\ — a) 

; = — = COtl. 

l—o 1 — a 

4) Der Bruch 

4x* + 3y + z— 1 

«nx-r-^y-M(z) * 

0 8f 8f 8f 

wird -7- für x = 0 , y=0, z = l. Für diese Werthe ist -r- =■ 0, 7- = 3 , r- = 1, 

0 ' J 8x 8y 8z 

|~=1, g"" = 1 » 8~ = 1 • aIso der Bruch gleich 

3a + fl 
1 +«4-/9 ' 

wo a und ß ganz willkürlich sind. 

5) Endlich wird die Grösse 

co<*(xH-y) — eoi*z 
<« + y)»-,« 

0 8 f 8 f 

zu-q-, wenn y = x, z = 2x. Hier ist — 2co*2x«n2x,g^= — 2co«2x«tn2x, 

8" f 8F 8F 8F 

ä - = 2co«2x«n2x, g^ = 2.2x, g-y = 2.2x, ^ = — 2.2x, also der Werth des 
Bruches : 

— co92xrin2x — acot2x$in2x + ßco$2xrin2x _ cot2xri n2x l+ct — p 
2x-r-2ax — 2ßx ~ 2x ' 1 + a- ß* 

cos2xtin2x «i»4x 

so dass derselbe für x = y, z = 2x ist: = - — . 

18 * 
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276 Maxima and Minima. 

§. 72. 

Maxima und Minima für Funktionen mehrerer Veränderlichen. 

I. Sey f (x, y, 2, . . .) eine Funktion der anabhängig Veränderlichen x, y, 
z, . . . , so sagen wir, dreselbe erlange für x = a, y = b, z = c , . . einen gröss- 
ten Werth, wenn f (a, b, c, . . .) grösser ist als die Werthe von f (x, y, z, . . .), 
worin x, y, z, . . . nur wenig verschieden sind von a, b, c, . . . ; dagegen wird 
f (a, b, c, . . .) ein kleinster Werth seyn, wenn diese Grösse kleiner ist, als die 
so eben angegebenen Werthe (§.-24). Um non die Werthe a, b, c, . . . zu er- 
halten, sey im Allgemeinen x = a + au, y = b-f-/?u, z = c H-yu, . .., wo a, 
/?, y,... willkürliche Konstanten sind, u aber sich ändern kann. Nach un- 
serer Erklärung ist nun die Grösse 

f(a-+-«n, b-|-0u, c-f-yu,...) 

ein Maximum oder Minimum , wenn u = 0 ist. Setzt man zur Abkürzung 

f(a + au, bH-/?u, c -+- y u, . . .) = F(u), ' 

so erlangt also F (u) für u=0 einen grössten oder kleinsten Werth. Daraus 
folgt (§. 24), dass F' (u) für u = 0 Null seyn muss, d. h. dass F'(0) = 0 ist. 
Ist dann F"(0) > 0, so hat F(u) einen kleinsten Werth erreicht; ist F"(0) 
< 0, einen grössten; wäre F" (0) = 0, so müsste auch F'" (0) = 0 seyn, 
und das Zeichen von F*(0) würde angeben, ob man ein Maximum oder Mi- 
nimum hätte, u. s. w. 

Nun ist (§. 68, IV) allgemein 

Fn(a) = (c^ ÄH "^ + ^ y + -')° f(x ' * *"••>• 
wo man für a + au, b + /9u, c + yu, ... wieder x, y, z, ... gesetzt hat. 
Setzt man hier u = 0, soHeisst diess für x, y, z, ... setzen a, b, c, . . . 
Daraus folgt zunächst 

» 8f 8f 8f 

und da für u = 0, d.h. x — a, y = b, z = c,... diese Grösse Null seyn 
muss, was auch immer die ganz willkürlichen Grössen a, ß, y, . . . sind, so 
wird diess nur dadurch geschehen können, dass jedes Glied für sich Null ist, 
d. h. dass man hat : * 



* Es lässt sich diese Behauptung, die wohl an und für sich klar ist, übrigens leicht 

8f 

förmlich erweisen. — Sagt man etwa , müsse nicht Null seyn , so lasse man die (willkür- 
lichen) Grössen «, y, . . . Null werden, nur ß nicht. Alsdann ist F' (n) = ß — , was auch jetzt 

8f 7 

noch für u = 0 Null seyn ; da aber ß nicht Null ist , so mu ss — = 0 seyn u. s. w. 

öy 

Dabei ist zu beachten, dass man meint, es müssen in den Gleichungen (a) x, y, t, . . . 
durch a, b, c, . . . ersetzt werden, d. h. dass die aus (a) bestimmten Werthe von x ', y, i, . . . 
eben die Grössen a, b, c, . . . seyen. 
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Fall zweier Veränderlichen. 277 

8f . 8f n 8f Ä 

T*=°> 8^ = 0 ' 8z = 0 (a) 

Bestimmt man nun aus diesen Gleichungen x; y, z, . . . , so werden die 
so erhaltenen Werthe, in f (x, y, z, ...) gesetzt, letztere Grösse zu einem 
Maximum oder Minimum machen können, d. h. die Werthe a, b, c, . . . seyu, 
die man oben gemeint hat. Ob diess der Fall ist> und welches der beiden 
eintritt, entscheidet das Zeichen von F" (0). Ist nämlich bei gaoz beliebigen 
a, ß, y, . . . die Grösse 



( 8 8 8 *\ * 



(b> 



in der man x = a, y = b, z = c,..., wie diese Grössen aus (a) folgen, 
gesetzt hat, positiv, so ist f (a, b, c, . . .) ein Minimum ; ist sie negativ, so ist 
£(a, b, c, ...) ein Maximum. Wie man diese so eben allgemein ausge- 
sprochene Bedingung näher fassen kann, wollen wir nun an besonderen Fällen 
zeigen. 



Fall zweier 



Veränderlichen. 



II. Seyen zunächst nur zwei unabhängig Veränderliche x, y vorhanden 
und a, b ein zusammengehöriges Werthepaar für x, y, gezogen aus den Glei- 

8 f 8 f v • 

chungen ^ = 0, jp = 0. Die zu untersuchende Grösse (b) ist hier 

8*f 8*f 8'f 

die wenn x = a, y = b gesetzt wird, zu 

Aa' + 2Baf -t-Cl* 

werde,.worin also A, B, C die Werthe xoo^'fi , ~ ( ^. 8 -^ ( £-^furx=a, 

c' x o z cy o y 

y = b sind. Da nun identisch, wenn ß — ma: 

Aa' + 2Ba l 9+C|9 1 ^a , (A + 2Bm + Cm ! ) = a 1 c(m , + 2^m + ^ 
. Vr B\ ! B* AI .T/ BV B*— ' AC "1 

und, wenn f(a, b) ein Maximum oder ein Minimum seyn soll, diese Grösse 
immer dasselbe Zeichen haben muss, was auch a und /?, oder a und m seyen, 

m -+-£-) p immer dasselbe 

Zeichen haben, da a*C sicher immer dasselbe Zeichen beibehält, was auch 
a sey. Soll aber (»+ B ^* A ° för a,le m von demselben Zeic k ei > 



* SelbstTerstlndlich erhalt man diese Grösse auch ohne Anwendung des Satzes in 

d'F(u) 8'f 8*f ö'f 

%. 68, IV durch unmittelbare Differenzifung, da -j^r = g^r «' + 2 JTFf 

Dieselbe Bemerkung gilt auch für den Fall in III. 
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278 Besonderer Fall 

seyn, so muss nothwendig B 2 — AC negativ seyn. Denn wäre B 2 — AC po- 
sitiv , also aoch positiv, so mache man m nur = — ~, also (m+^ 

= 0, und obige Grösse wird = c~' also negativ; macht man dagegen 

(BN* ß» \q 
m-f--£-J> — ct — sey, so fällt jene Grösse positiv 

aus, hat also ein anderes Vorzeichen als vorhin. Ist dagegen B 2 — AC < 0, 

B* — AC , C BY B 1 — AC . • . • , 

so ist — ■ — — positiv, also ^m + — I — — cT -- immer positiv, was auch 

m sey. Für den Fall, dass B 2 — AC = 0, wäre die nämliche Grösse = 

(m-H-j^y, also für alle m positiv, ausser fürra= — , wo siö Null wäre. 

In diesem Falle hätte man eine weitere Untersuchung nöthig, wie wir so- 
gleich sehen werden, nachdem wir im Augenblicke diesen Fall werden aus- 
zuschliessen haben. 

Es folgt nun aus dem Vorstehenden , dass f (a, b) weder ein Maximum 
noch ein Minimum seyn kann, wenn B 2 — AC positiv ist. Ist dagegen 
B 2 — AC<0, so wird man ein^Vlaximum haben, wenn C<0, da dann 

c* C^m-t-^ — — £7^-] immer negativ ist; ein Minimum dagegen, wenn 

C> 0. Da jetzt B 2 — AC < 0 , also B 2 < AC , und B 2 sicher positiv ist, 
so müssen nothwendig A und C dasselbe Zeichen haben , also beide positiv, 
oder beide negativ seyn % Ist diess nicht der Fall x so hat man weder Maxi- 
mum noch Minimum. Eben so kann jetzt keine der Grössen A oder C Null 
seyn, da sonst B 2 — AC = B 2 , also positiv wäre. 

Für den Fall nun endlich, dass B 2 — AC = 0 wäre, würde zwar 

K-q -v i b* ACT 
m-i-— J — — ^ — J für alle m dasselbe Zeichen haben, wie C, also 

B 

dieselbe Regel, wie so eben für B 2 — AC < 0 gelten, ausser für m — — , 

wo obige Grösse 0 würde , und man nicht wissen kann, ob diese Grösse po- 
sitiv oder negativ ist. In diesem Falle hätte man in 

B 

zu setzen ß=^ma~ —-^a, x = a, y = b, und es müsste dieselbe 0 werden, 

wenn man ein Maximum oder Minimum haben sollte. Würde für dieselben 
Werthe dann 

positiv, so hätte man wirklich ein Minimum, wenn auch C> 0, würde diese 
Grösse -oegativ, so hätte man ein Maximum», wenn auch C < 0. 

Im Allgemeinen wird man jedoch in diesem Falle besser thun, auf 
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anderem Wege sich die Gewissheit zu verschaffen, ob ein Maxim am oder ein 
Minimum vorhanden sey oder nicht. 

Fall dreier Veränderlichen. 

III. Gesetzt zweitens man habe drei Veränderliche x, y, z, und seyen 
a, b, c die zu einander gehörigen Werthe derselben, wie sie aus^ = 0, 

8 z 

8 f 8 f 

by = °' eäi = 0 fo, 8 en - Die GrÖ88e ( D )> nämlich 
werde zu 

Aa* + 2Ba/?-HC0*-|-2Day-l-2E/9y4-Fy», (c) 

wenn man für x, y, z die Werthe a, b, c einsetzt. Man setze nun ß=ma, 
y — na, so ist diese Grösse (c) gleich 

«»[AH-2Bm+Cm» + 2Dn + 2Em n +Fn»J = F«^[n»+2(^^) n + Cm,+2 F B,n+A ] 
r. ilY EmH-DY rKm^l)\ 2 Cm : + 2Bm -t- A"J . V f E m -f- D V 

(E* — CF) m*-t- 2 (ED — BF) m-l-D* — AF j 



Em+D\' E'-CF T . _ (ED — BF) D 1 — AF~1| 

= °' F {C n + -T—J F— L m + 2 -V=ÖT m + E^ CF J) 

ivlf . Em+DY E* — CF r/" ED — BF Y f ED — BF Y D* — AF"1| 

x<*\C , Em+DN» E* — CF V f ED-BF\ ; (ED-BF)*-(D , -AF) (E l -CFn| 
= a F j^ n + ___J - ^ m +- t ~) (E'-CF)» J/ 

Da nun a'F sicher immer sein Zeichen beibehält, so muss auch die in 
den Klammern befindliche Grösse immer dasselbe Zeichen haben , was auch 
m und n seyen. Dazu ist, wie in II, nothwendig, dass 

E' — CF T/' ED — BFY (ED — BF) 1 — (D* — AF) (E* — CF)~] 
~F*~ Lv m4 ~ FT^cT ) (E'-CF) 1 J 

immer negativ sey , was auch m sey , so dass die hier in den Klammern be- 
findliche Grösse für alle m immer dasselbe Zeichen haben muss, und zwar 
das positive, da nothwendig (wie in II), wenn sie dasselbe Zeichen haben 
soll, (ED — BF)' — (D* — AF)(E l — CF) <0, also die eingeklammerte 
Grösse positiv seyn wird. Mitbin muss E 2 — CF<0 seyn, und es hat dann 
endlich die Grösse (c) dasselbe Zeichen, wie F. Daraus folgt nun, dass 
wenn ein Maximum oder Minimum vorhanden seyn soll, nothwendig 

E* - CF < 0, (ED - BF) 1 - (D l - AF) (E* - CF)< 0 

seyn muss; ist dann F < 0, so hat man ein Maximum; ist dagegen F > 0, 
ein Minimum. Da E 2 < CF, so haben C und F dasselbe Zeichen; da weiter 
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(ED — BF) 1 < (D J — AF) (E 1 - CF), so haben auch D ? — AF und E'-CF 
dasselbe Zeichen, d. h. es ist D'~AF< 0, so dass auch A und F dasselbe 
Zeichen haben. Für den Fall des Maximums oder Minimums haben also A, 
C,^ dasselbe Zeichen, ferner ist E 2 -CF < 0, D J - AF<0 und (ED— BF) 2 
— (D J — AF) (E 1 — CF) < 0. Fällt eine der eben negativ vorausgesetzten 
Grössen positiv aus, so hat man weder Maximum noch Minimum; fällt eine 
oder die andere gleich Null aus, so muss man sich durch besondere Unter- 
suchung versichern, welcher Fall hier eintrete. 

Man ersieht aus dem Vorstehenden schon, in welcher Weise die Unter- 
suchuug fortgeführt werden kann, ohne dass wir die nothwendig weitläufigen 
Formeln hersetzen. 

§• 73. 

Relative Maxima und Minima. 

Gesetzt x t , x 2 , . . ., x n seyen n Veränderliche und F(x it x,, . . . , x B ) eine 
Funktion derselben; zugleich bestehen aber zwischen den n Veränderlichen 
noch die r Gleichungen : 

Vi (*1 » x t »•■••• x n ) ~~ 0, 
Vi (*t • »i Xn) = 0, 

• 

<Pr(x t , X,, , X n ) =0, 

wo r < n, und wo es ferner nicht gerade erforderlich ist, dass in jeder der 
Gleichungen (a) alle n Veränderlichen vorkommen? nur sojlen sich diese 
Gleichungen nicht widersprechen, und auch nicht der Art seyn, dass einige 
der Veränderlichen aus ihnen bestimmt werden können , da in diesem Falle 
diese Veränderlichen bestimmte Werthe hätten, also nicht mehr veränderlich 
wären. Man soll nun die Werthe von x t , Xj,..., x„ bestimmen, so dass 
F(x, x„) ein Maximum oder Minimum wird. 

Der zunächst sich darbietende Weg scheint hier zu seyn , vermöge der 
Gleichungen (a) r der Veränderlichen durch die n — r übrigen auszudrücken, 
ihre Werthe in F(x t xj zu setzen, und dann diese Funktion von n — r 
unabhängig Veränderlichen nach §. 72 zu behandeln. Dieser Weg ist aber 
nicht immer der kürzeste , noch der bequemste, und wir wollen desshalb den 
folgenden einschlagen. 

Seyen vermöge der Gleichungen (a) die Grössen x t , x 2 x r als Funk- 
tionen der unabhängig bleibenden x r+ , , x r ^,,..., x„ betrachtet, also F(x, , 
x s x n ) eine Funktion dieser unabhängig Veränderlichen und der davon 
abhängenden x t , . . . , x r , so werden nach §. 72, 1 die Differentialquotienten von 
F (x 4 , . . . , x n ) nach sämmtlichen unabhängig Veränderlichen Null zu setzen 
seyn. Beachtet man dabei, dass x, , . . . , x r Funktionep jener sind, so erhält 
man (§. 16): 
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8F 8x t 8_F 8x, 
8x, ÖXr+l 8x, 8x r+ j 
8F cix, 8F 8xt 

~ r ~f~ q r ~T~ . . . • 

OX, OIr+1 8x, ri r+ ! 



8F 9x r 



8F 1 



8x, 8x r +t 8x r + J 

8F 8x r 8F 



8X r 8x r -t-« 8x r ^-2 



= 0. 



= 0, 



(b) 



8F 8x t 8 F 8x, 
8x t ~8x„ 8x, 8x» 



+ .. 



ÖF 8j r 



8x r 8x„ 



8F 
8x„ 

8*i 



= 0. 



Die hier vorkommenden Differentialqnotienten - ^ 1 ^ 

8x r 



8_lL 

» • • • » o _ » 



8x, 



8x„' 8x,+, 

~ sind aus den Gleichungen (a) zu entwickeln, indem man jede 

nach x r+1 ,...,*„ differenzirt (§. 68). 



Dadurch erhält man : 

8<P| 8x, ttp t 8x, 



8x, 8x,+i 

i}<t> l 8x, 



8 x, 8x, + i 
^%9>i 8 x, 



8x t ÖXr+f 8 x 2 8x,+j 



8 ¥>i 8 X r 

cx r 8x r+ i 
8»., 8x, 



8x,+i 
8y t 



8x T 8x r+ t ÜX, + t 



= 0, 



= 0, 



(ci) 



8y t 8x t 
8x t t)x„ 

8*>, *8x, 



8x, 8x„ 
8»», 8x t 



_j i (-.•■• 

8x, 8x r+t 8x, 8x r+ i 



*2l 8*i 
8 x t 8 x„ 



8<p t 8xj 
8x7 bi„ 



-}-.... 



8g», t'x r 8(Pi 



8x r 8x„ 

8y, _8xr_ 
8x, 8x r +i 



8x„ 

8 v t 
8x r +, 



8 q> % 8 x, 8 9>i 

8x r " 8x„ 8x„ 



0, 
0, 

0, 



8 9> r 8 x, 89, 8 X) 



8x t 8x r+ i 8x, 8x,-,-i 



8y, 6x t 
8x1 " 



BVr 8X, 



89>r 8x r 



8fl>r 



8X, 8 Xr+1 8x,+ i 



= 0, 



ÜVr_ 8l r 

8~x7' 



8y, _ 



= 0. 



<c.) 



8x n 8x, 8x» 8x r 8x„ 8x„ 

Diese Gleichungen sind der Anzahl nach r(n — r), eben so viele als zu 
bestimmende Differentialquotienten, so dass die letzteren aus denselben ge- 
nau bestimmt werden könnten. Statt aber die Bestimmung derselben un- 
mittelbar vorzunehmen, wollen wir zunächst jede der Gleichungen (c,) mit 
einer noch unbestimmten konstanten Grösse k t multipliziren; eben so jede 

der Gleichungen (c,) mit k 2 , jede der Gleichungen (c„) mit k f . Von 

den nunmehr erhaltenen Gleichungssystemen (c t ), (c 2 ), , (c T ) wollen wir 

die erste Gleichung jedes Systems zur ersten (b) , die zweite jedes Systems 
zur zweiten (b),..., die letzte jedes Systems zur letzten in (b) addiren, 

dabei natürlich die Glieder, welche dieselben Differentialqnotienten , . . . 

0 Xr+1 

haben, zusammenziehen, und nun annehmen, k, , k 2 k r werden so be- 
stimmt, dass 
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sx^Sx^Sx, 4 ^ - +k ' IxT -0 * 

• 

8x r + Sx r +kl 8x r + -v + kr 8x r -°" 
Alsdann gibt die angedeutete Addition ganz unmittelbar, dass 

8x r -H 8x r+t 'Blr-M 8x r + l 

bx, +t + Sx, + , + kt 8x r+ ,+ • +kr 8x r+ ,-°' \> (e) 
9F 8^, 8»>, , , 8g> r _ n 

~8x7" + 1 Tx7 + - ixT + • • ' • + kr "8x7 ~ ' 

seyn muss. — Die Gleichungen (d), (e), nebst (a), die der Anzahl nach n-hr 
sind, reichen zur Bestimmung der n -f- r Unbekannten x, x„, k t k r 
vollkommen hin, so dass man dieselben dazu benützen wird. * Beachtet man, 
dass die Gleichungen (d) und (e) nichts Anderes sind als die partiellen 
Differentialquotienten der Grosse 

F -+- k t ip t -+- k, 9>, -+- . . . -I- k r 9> r 

nach den Grössen x t , x,,..., x D , die man als von einander unabhängig an- 
sehen würde, so kann man folgende bequeme Regel aufstellen: „Ist 
F(x t ,..., x a ) eine Funktion der n Veränderlichen x, x„, die ein Maxi- 
mum oder Minimum weiden soll, und bestehen zwischen diesen Veränder- 
lichen noch die r Gleichungen (a), so addire man zu F (x, , . . . , x„) die ersten 
Seiten der Gleichungen (a), nachdem jede mit einer Konstanten k t , k 2 , . . . , 
k r raultiplizirt worden. Von der so erhaltenen Grösse 

F -+- k t p t 4- k, 9> t -f- . . . -t- k, <p r 
setze man die partiellen Differentialquotienten nach x t , x 2 ,...x„, wobei jede 
dieser Grössen als unabhängig angesehen wird, Null, und erhält, nebst (a) 
die zur Bestimmung der Unbekannten nöthigen Gleichungen.* 4 * 

Man erhält nämlich hiedurch die Gleichungen (d) und (e). Einige Bei- 
spiele mögen das in §. 72 und 73 Gesagte erläutern. 

§.74. 

Beispiele xu §g. 72 nnd 73. 

I. Unter allen ebenen Dreiecken, welche denselben Umfang a haben, das zu 
suchen, welches die möglich grösste Fläche u hat. 



• Keine der Grössen k darf übrigens == 0 ausfallen. 
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Seyen x, y, a — x — y die drei Seiten, so ist bekanntlieh 
u«=±a(a-2x)(a-2y)(2x-t-2y-a), 

so dass, da u, also auch ein Maximum seyn soll) man 

T = (a-2x)(a — 2y) (2x + 2y — a) 
ein Maximum zu setzen hat. Hieraus folgt : 

{^=-2(a-2y)(2x + 2y-a)-+-2(a-2x)(a-2y), 
~2(a-2x)<2x + 2y-a) + 2(a-2x)(a-2y), 

8y 

~^-8(a-2y), ~~ = + 4(2x + 2y -a) - 4 (a - 2y) - 4(a - 2x)', 

« y . = _ 8(a _ 2x) . 

Ä*lso muss seyn ^ 

— (a — 2y)(2x + 2y — a)H-(a — 2x)(a — 2y) = 0, (a — 2y)(4x + 2y — 2a) = 0, 

- (a — 2x)(2x-t-2y— a) + (a-2x)(a — 2y) = 0, (a — 2x) (2x 4- 4y — 2a) = 0, • 
und da nicht x = \ a oder y = { a seyn kann : 

4x + 2y — 2a = 0, 2x + 4y — 2a = 0, x = y = |a, a — x — y = Ja, 
d. h. das Dreieck ist gleichseitig. Für diese Werthe ist 

6 i v_ A _8a 8't _ 4a 8_ J t _ p _ _8a 

8x* ~~ 3'8x8y ~ 3 * 8y l ~~ 3' 

■ 

16a* 64a 2 48a* 
also B J — AC = -q~- q- = <p , d. h. B*— AC<0, und da A und C nega- 



tir, so hat man wirklich ein Maximum (§. 72, II), 



II. Das rechtwinklige Parallelepiped vom Inhalte a zu finden, das die kleinste 
Oberfläche u hat. 

a 

Drei an einander stossende Kanten Seyen x , y , — , so ist 

* y 

»u = xy-4-y-4-y , 

also 

so dass das Parallelepiped ein Würfel ist. Hier ist 

8*u_2a_ fi^u ,8 , u_ C 8»n V 8*u 8'a 8*u _ 

^»-x'-^^sx"^- 1 "^"" * VeiT7J~8T"8? <0, äx 1 ^ 0 ' 

also hat man ein Minimum. 

. HI. Die kürzeste oder längste Gerade zwischen zwei Kurven in einer Ebene 
zu suchen. » 

Seyen x, y die Koordinaten des Endpunktes dieser Geraden für die erste, ß, a 
für die zweite Kurve, so ist y eine Funktion von x wegen der Gleichung der ersten 
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Kurve; ß eine Funktion von a vre gen der der zweiten Kurre. Ferner ist das 
Quadrat der Entfernung 

(x — o)* 4- (y — ß) % ~ u = Max. oder Min. 

Hier ist 

« Sf = ' + <'-'> ü • • r. — — »-«t-ä H • 

worin die Differentialquotienten aus den Gleichungen der zwei Kurren zu ziehen sind. 
Aus den Gleichungen des Maximums oder Minimums 

X-a-h(y-|?)^ = 0, x-ß + (y-/J)^ = 0, (a) 

nebst jenen Kurvengleichungen zieht man die Werthe von x, y, a, ß, bestimmt also 
die Gerade vollständig. Soll ein Maximum ein Minimum vorhanden seyn , so 

muss für die gefundenen Werthe : 

" [• - M KT- [' - CO - <° 

seyn. Aus den Gleichungen (a) folgt leicht, dass der Punkt (a, ß) in der im Punkte 
(x, y) an die erste Kurve errichteten Normale liegt; eben so der Punkt (x, y) 
in der im Punkte (a, ß) an die zweite gezogenen Normale, so dass also die kürzeste 
oder längste Gerade, wenn sie vorhanden ist, auf beiden Kurven senkrecht steht. 

IV. Aus vier gegebenen Seiten a, b, c, d soll das möglich 
grösste Viereck (Fig. 41) gebildet werden. 

Sey x der Winkel , den die Seiten a und b, y der, den c und d 
mit einander machen , so muss in den beiden Dreiecken, in denen p 
(Diagonale) vorkommt: 
p*=a l -l-b J — 2ab<?o«x, p s = c* + d* — 2cdco*y , 

so dass also 

a'-f-b* — 2ab eos x = c* 4- d* — 2c deo*y 

seyn wird. Ferner ist der Flächeninhalt des Vierecks 

\&b tin x + }cd tin y , 

welche Grösse ein Maximum seyn muss. Gemäs §. 73 hat man nun die Differential- 
quotienten nach y und x von 

\ a b tin x 4- 1 c d tin y 4- k (a * -f- b 1 — c * — d * — 2 a b cot x 4- 2 c d»co« y) 
Null zu setzen, d. h. man hat : 

Jab eotx 4- 2k ab «in x = 0, $cd eo»y — 2kcd«i»y = 0. 

Hieraus : 

d. Ii. 

«n(x4-y) = 0, x4-y = «, 
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da nicht x 4- y — 0 oder 2 n seyn kann. Also y = it — x und eosj = — co*x, mithin 

a* -t- b* jj* 

a'-f-b' — 2abco*x = c'-hd , -4-2cdco»r, cosx — — -7— — — rr — , • 

, 2 (c d -I- a b) 

welche Gleichung x bestimmt; y ist dann — n — x. (Dm das Viereck kann, wegen 
x4-y = nr, ein Kreis beschrieben werden.) 

V. Man soll einen abgekürzten Kegel bilden so, dass der obere Halbmesser 
= m mal dem unteren , seine Oberfläche gegeben — a und sein Inhalt der möglich 
grösste sey. 

Sey x der untere Halbmesser, y die Höhe, so ist mx der obere und also die 

Oberfläche 

a = x , * + m , x , « + i(2)tx + 2mÄi) Vy^x — mx) 1 , 

a = 11 [(1 4- m»)x* 4- (1 4- m) x V^yM^nT^T^x 1 ] . 

Der Inhalt ist h ny (x 2 4- m x 2 4-m 2 x 2 ) = \ ny x 2 (l+m+ra 2 ), und diese Grösse 
ist ein Maximum, wenn yx 2 es ist. Also hat man die Differentialquotienten Ton 



yi' + kit^l+m^' + O+ a)! W-M* — m)*x* — 
nach x und y Null zu setzen. Daraus 

Y y 4- (1 — m) 1 ! 1 

kfl(l4-xn)xy _ 
x l -+- , = 0 • 

Vy* + (i— m)*x» 
Hieraus folgt 

■ iV7+(i-m)'i' 

(l4-xn)y 

* 

und wenn man diess in die erste Gleichung einsetzt : 



2(l4-m»)x Vy-Ml-n. )»x» y »-Ki- m )» x » ,»(l-tn ) ; 

- y — . = 0, 

l-hm y y y 

d. h. * 

2(l+m)y'-2(l+m , )xVy t H-(l-m)*x , -[y , -h(l-m) , x , J(l4-m)-x , (l-i n ) l (l-Hiii)==0, 
(14- m) [y ! -2(l-m) 5 x , ]-2(l+m 1 )x Vy ! + (l-m) l x ! = 0 , 

oder wenn man durch x 2 dividirt und (^p^) = 2 setzt : 

(14-m) [z-2(l~m) l ]=2(l4-m , )V r r+(T^) T , 
woraus durch Quadrirung: 

(l+m)*!- 1 -* (1— m)»«-f-4(I — _»)•] = 4(l4-m , ) I [z4-(l-in)_, 

\ (l4-m)*J (l-f-xn) 1 

(l+_) 16(1_^ 
2 8 (l + m)* Z - (14- xx,)* 

4 



(f+Sp n4-m* + Vrn l (l-mr"4- ( 1 4- m«) 
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e. 



Daz = ^7, so findet sich hieraus — , also y in x ausgedrückt, und dann ergibt 

sich aus der Gleichung a = n [( I -+- m l ) x' -f- (1 •+- m) x Vy' -+• (1 — ni) 2 x l ] selbst x. 
Da V'm'd— m I ) 2 -HT-hm 4 ) 2 > 1 4- m\ so gilt nur das obere Zeichen ; ist also 



l -Hm 



so ist 



y — *x, x= 



^[H-m' + VdH-n,') (l+m«)] = i, 
a 



fr[l4-m*4-(H-m)VA 8 -|-(l-m)»j' . 

Für m = 1 folgt hieraus A = 2 , y = 2 x , x = ^ ^ (vergl. §. 25, XI). Für 
m = 0 hat man einen rollständigen Kegel und es ist A = 2V2, y = 2V2x, 

VI. Eine Zisterne soll eine bestimmte Menge Wasser aufnehmen können und 
in der Form eines rechtwinkligen Parallelepipeds hergestellt werden so, dass die 
innere Verkleidung möglichst klein ausfalle. 

Also ist, wenn x, y, z die drei an einander stossenden Kanten sind : 

xy z — a = 0, xy-h2xz~f-2yz — Minimum. 
Daraus wie früher: 
y + 2z + kyz = 0, x-»-2*H-kiz = 0, 2x + 2y + kxy = 0, xyt = a. 

Man zieht hieraus : 

y-x + kz(y-x) = 0, (y-x) (lH-kz) = 0, 

also y=x oder l-hkz=0; im letzteren Falle k= — — , y-f-2z— y = 0, 2z = 0, 
was unmöglich ist; also y = x, dann 

A 1 3 ^ ^ 

4x + kx» = 0, k = - — , x + 2z-4z=0, z = — x; y = a, x^V~2a. y^V**. 

VII. AB sey Trennungsfläche zweier Räume, iu denen ein (Licht-) Körper 
sich mit ongleicher Geschwindigkeit bewegt, im Räume AEB nämlich mit 

der Geschwindigkeit v t , in AFB mit v 2 (beide 
konstant). Welchen Weg muss dieser Körper 
(' einschlagen , um in der kürzesten Zeit von C 
nach D zu gelangen ? 

Sicher wird er in jedem der zwei Ränme 
s in gerader Linie sich bewegen , also etwa den 
Weg COD einhalten, und AB in 0 treffen. 
Man fälle von C und D auf AB die Senkrechten 
CG, DH und sey CG = a, DH = b, GH=c, 
GO = x, OH = y, so ist 



A 5- 
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während z -f- y = c ist. Demnach hat man 



ML(xH-y-c) , 



nach x und y zu differenziren u. s. w., wodurch man erhält: 
x +k = 0, — 7 4 = + k = 0, - Tl 



T^aM-x 1 T »VVn-y* Va'-r-x* *t Vb'+y»' 

Ist EF senkrecht auf AB, COE = a, FOD = ß, so ist nna = ^=L=, 

Va^x* 

= ~~=, so dass also 

tina = — sin ß 

seyn muss. (Gesetz der Lichtbrechung.)' 



Allgemeiner Zusatz, die Bechnung mit unendlich kleinen 

Grössen betreffend. 

§.75. 1 

Ordnungen unendlich kleiner Grossen. 

I. Wir haben mehrfach von unendlich kleinen Grössen gesprochen und 
dieselben (§. 11) erklärt'als Grössen, die kleiner sind als jede noch so kleine 
Grösse. In anderer Form werden wir auch sagen, eine Grösse deren Werth 
so klein gemacht werden kann, als man nur will (der Null beliebig nahe 
gebracht werden könne) sey unendlich klein. 

Ist e eine solche Grösse, so ist e 7 natürlich ebenfalls unendlich klein, 
jedoch in stärkerem Maasse , und wir nennen dieselbe eine unendlich kleine 
Grösse der zweiten Ordnung; eben so e s eine der dritten Ordnung u. s. w. 
— Allgemein werden wir eine unendlich kleine Grösse p in Bezog auf e von 

der m*** Ordnung nennen, wenn der Quotient — für r < m unendlich klein, 
für r > m aber unendlich gross ist, * während er für r = m endlich ist. 



1 a 

* Ist e unendlich klein, so ist — , Oberhaupt — (wo a endlich) unendlich gross , d. b. 
wächst mit abnehmendem e über alle Grossen hinaus. 
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Aufgaben , in denen stetige Funktionen Torkommen. 



Sind zwei Grössen so beschaffen, dass ihr (vermeintlicher) 
Unterschied unendlich klein ist, so müssen sie gleich seyn. Denn 
'wenn der Unterschied = a wäre, wo a klein aber bestimmt, so würde diess 
dagegen streiten, dass dieser Unterschied beliebig klein gemacht werden 
kann. Demnach ist derselbe durch keine auch noch so kleine bestimmte 
Zahl anzugeben , niuss also Nnll seyn. — Ist eben so der Quotient zweier 
Grössen von 1 nur um eine unendlich kleine Grösse verschieden , so müssen 
die beiden Grössen gleich seyn. 

Man pflegt diess manchmal auch so auszudrücken, dass. man sagt, man 
könne unendlich kleine Grössen neben endlichen, die höherer Ordnung neben 
denen niederer Ordnung vernachlässigen. Darunter ist aber nicht eine An- 
näherung zu verstehen, vielmehr müssen, nach dem eben Gesagten, diese 
unendlich kleinen Grössen weggelassen werden. 

II. Hierauf hat man die Rechnung mit unendlich kleinen Grössen ge- 
gründet. Ist etwa die unendlich kleine Aenderung von x 3 zu bestimmen, für 
eine unendlich kleine Aenderung d x von x, so setzt man (§. 11) d (x ) 
= (x-f-cfx)' — x 1 — 2xrfx -h (dx) 1 und vernachlässigt nun (dx)*, als unend- 
lich klein der zweiten Ordnung, gegen 2xdx, so dass d(x 2 ) — '2xdx. Dass 
diess darauf hinausläuft, das Verhältniss von d(x*) gegen dx (bei unendlich 
kleinem dx) zu ermitteln, ist leicht zu übersehen.* Dieses findet sich nämlich: 

= -2x H- dx. wo nun (nach I) dfx zu verwerfen ist, indem ^-^und2x 

nur um eine unendlich kleine Grösse verschieden, also gleich seyn müssen. — 
Auch der Satz in §.7, IV, der in §.41, I, §. 45, I u. s. w. wiederholt wurde, 
gehört hieher. Wir wollen jedoch auf denselben nicht besonders eingehen, 
da die genaue Begründung am besten immer geführt wird , wie an den be- 
treffenden Stellen geschehen. 

Behandlung von Aufgaben , in denen stetige Funktionen vorkommen. 

III. Bei Aufgaben, in denen Grössen vorkommen, die sich stetig ändern, 
haben wir immer die Betrachtung der Gränzen angewendet, d. h. wir haben 
die unabhängig Veränderliche sich um eine endliche Grösse ändern lassen 
und angenommen, die abhängige Grösse ändere sich während dieser Aende- 
rung nicht, sondern springe bloss am Ende in den neuen Zustand über. 
Sprachen wir diess auch nicht in der eben gewählten Form aus, so ist dieselbe 
doch den Anschauungen zu Grunde gelegt worden. 

So dachten wir uns, als in §. 11 die Richtung der Tangente bestimmt 
wurde, es bleibe die Kurve (Fig. 1) von x = OD bis OE (wo DE = dx) eine 
Gerade, ändere also ihre Richtung nicht, bestimmten die Richtung dieser 
Geraden und sagten dann, diese Richtung sey die der Tangente, wenn Jx 
unendlich klein. Wäre nämlich das Kurvenstück MN geradlinig, so hätte man 

für dasselbe tg NMQ = ^ und also fände sich tySMQ = Gr^ = ^. 

i 
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Zusatz zu %. 49. 289 

Wenn wir weiter in §. 20, VI den Differentialquotienten || bestimmten, 

so sahen wir das Stuckchen QQ' der sich drehenden Kurve (Fig. 5) als ge- 
radlinig an und bestimmten den Inhalt der entstandenen Fläche=2 (y+\dy)n 
Y(Jxy + (Jy) 7 , oder, wenn wir PP' sofort unendlich klein setzen, 

= 2 (y -+- { d y) n rf(dx) 1 -h {d y) 7 . Ist d z das wirkliche Flächenstück, so 

setzten wir — als aus der Natur der Sache hervorgehend — voraus, der 

Quotient —}—z — . nähere sich unbegränzt der Einheit d. h. 

also, er sey von der Einheit nur um eine unendlich kleine Grösse verschieden 
(Nr. I). Baraus dann ergab sich das Resultat. 

TV. In §.49, II hätten w ir übrigens dieses Resultat nicht nöthig gehabt. 
Dreht sich NN' (Fig. 32) um OM', so denke man sich MM' in gleiche (un- 
endlich kleine) Theile dx getheilt, ziehe die Ordinaten und schreibe nun in 
die Kurve einen geradlinigen Zug (Vieleckstück) ein, dessen Eckpunkte mit 
den Endpunkten der Ordinaten zusammenfallen. Die Flächen, welche durch 
die einzelnen Seiten erzeugt wurden, sind wie so eben durch 2 (y -i- ^ d y) 7r 
YTrfx) 3 -!- y) 1 gegeben; die Summe all' derselben ist 2Z(y + \dy)n 
Y(<lx) 7 -+- U/y) 2 , wo das ^-Zeichen bedeutet, man solle x von a bis b 
(OM bis OM') um die Unterschiede dx fortschreiten lassen, und die einzeln 
erhaltenen Werthe addiren. — Je kleiner dx, desto genauer ist diese 
Summe der Fläche, die man berechnen soll, gleich. Der Gränz- 
werth von 2 Z(y l ^i/y);r V(<ix)* (</y) 2 ist also diese Fläche'. Aber 

der Gränzwerth von 2y Y(dx) 2 ' -h (dyj\ d. h. von SyY^+(jffdx ist 
y , \yj+(^) : Bx,dervonr ( /yV(^ + (rfy")V d. h. von dxl£ 

Y ] + d0 dx aber Nul1, 80 dass man 2n fj V^+GO 9xaisWerth 

der Fläche erhält. 

In etwas strengerer Form wäre \ /r ((ix) 5 +(tiy) : = Y^ + QQ dx+adx, wo Gra~0 
d. h. a anendlich klein, indem Gr iC^ ) i±iiyl t - i + Qt^ |§. 15 , j] , eben «o 
\dy = \~^dx-hßd*> wo6V/? = 0. Also hatte man 

Z(y+\dj)V(dxy + (dy)> = 2(y + i^dx + ßdx) [V ^ (^) ^ + «^] = 

+ 2yadx + $dxZa^dx + dxZaßdx. 
Dimrir, Differential- n. Integr»l-R«chnuuf . 2. Ann. 19 



Digitized by Google 



290 Zusatz zu §. 20, IV. 

Aber für unbegrfinzl abnehmende d x ist (J. 39, 1) : 

ferner ist (wie aus §. 7, IV oder §. 41, 1 erhellt) l + dx selbst unendlich klein 

und eben soSaydx, Sa^dx, Saßd*, indem ' ay ' a P anendlich 

klein sind , also sind die Gränzwerthe dieser Grössen Null. Da nun, wegen des Faktors d x, 

auch dxS—y^l+^y d x, unendlich klein, so ist also die zu berechnende 
Fläche = 2rt J y 8 x -i- k, wo k unendlich klein, d. h. (Nr. I) sie ist geradezu 

Man hätte also in 2 n Z (y 4- \d y) Y (dx) * + (dy) 1 ■= 2 n Z [ydx 

+ ^WJ\/ r ! + "fort g = || setzen und *£;(<*x) 1 neben ydx 

verwerfen dürfen, woraus sich dann 

als richtig ergeben hätte. 

V. Wenn wir in §. 20, VII den Werth von v ermittelten in strenger 
Weise, so hätte diess jetzt auch so geschehen können. 

f*9- 43 - Ist der Körper nach M zur Zeit t gelangt und ist 

J M~f dort v seine Geschwindigkeit, so wollen wir annehmen, 

der Körper bleibe während der Zeit dt, die auf t folge, in demselben Zu- 
stand der Bewegung, den er in M hatte. Diess ist nun nicht richtig, aber 
es nähert sich um so mehr der Wahrheit, je kleiner dt ist. Am 
Ende der Zeit dt werde dann die Geschwindigkeit plötzlich v-\-dv; über- 
diess sei der während dieser Zeit durchlaufene Weg MN = dx. Da die Be- 
wegung gleichförmig ist, so ist (nach der Note zu §. 20, VII) die Geschwin- 
digkeit v gleich dem Wege , dividirt durch die dazu verwendete Zeit , d. h, 

v = ^| (oder nach unserer früheren Bezeichnung : v = ~) . Diese Glei- 
chung wird mehr und mehr richtig, je kleiner dt ist; sie ist also für die 
Gränzwerthe genau richtig. Daraus folgt, da v sich mit dt nicht ändert, 

sofort v = ~.* 



d x 8 x 

• Wir unterscheiden «wischen der Bedeutung Ton — und — . Erster es ist der Quotient 
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Warenbewegung in einem dünnen Stabe. 291 

VI. Ist also eine erhaltene Gleichnng so beschaffen , dass man von ihr 
aussagen kann, sie sei um so mehr genau richtig, je kleiner gewisse darin 
vorkommende Grössen sind, so wird sie vollkommen richtig, wenn man zu 
den Gränzen übergeht (siehe noch XIII). Wir wollen, zur Erläuterung, von 
diesem Satze noch einige Beispiele aufführen. 

W&rmebewegung in einem dünnen Stabe. 

VII. Die Grundannahmen, die wir dabei machen, sind die folgenden: 
Bezeichnen wir mit k die Wärmemenge, welche in der Zeit I durch einen 
Querschnitt, dessen Fläche = 1, strömt, wenn die Länge des Stabes = 1, 
und der sich gleich bleibende Temperaturunterschied seiner Enden = 1 ist, 
so nehmen wir an, dass in der Zeit t durch den Querschnitt oj, wenn die Stab- 
länge L und der sich gleich bleibende Temperaturunterschied seiner Enden u 

ist, die Wärmemenge ströme, welche Annahme als desto mehr richtig 

angesehen werden soll, je kleiner w, L, t, u sind. Man kann sich hievon in 
folgender Weise überzeugen. Dass wenn Zeit, Stablänge, Temperaturunter- 
schied der Enden des Stabs und Querschnitt desselben sämmtlich = I sind, 
durch jeden Querschnitt des Stabes dieselbe Wärmemenge fliesse, ist wohl 
klar, da ja die Enden immer denselben Temperaturunterschied haben, also 
auch immer dieselbe Wärmemenge durch den Stab geht; in der Zeit t iiiesst 
also kt durch den Querschnitt 1, kwt durch den Querschnitt o>, nnd kutu 
durch denselben, wenn u der Temperaturunterschied ist; zum Mindesten ist 
die Annahme die einfachste , es sey die durchströmende Wärmemenge dem 
Temperaturunterschiede proportional. Bis jetzt war die Stablänge = 1 ; da 
durch jeden Querschnitt immer dieselbe Wärmemenge strömt, so wird die 
Temperatur im Stabe proportional mit der Länge abnehmen, also in der Mitte 
nur halb so viel vom Anfange verschieden seyn, als am Ende. Würde daher 
der Stab auf die Hälfte reduzirt, und es sollte noch dieselbe Temperatur- 
differenz herrschen, so müsste die durchströmende Wärmemenge das Doppelte 
seyn, also überhaupt umgekehrt proportional der Länge. 

Sey nun (Fig. 43) v die Temperatur zur Zeit t in dem Querschnitt bei 
M; AM = x; der Querschnitt bei M gleich », wo w zwar von x abhängen 
aber immer sehr klein seyn soll, so dass wir annehmen dürfen, die Temperatur 
in dem ganzen Querschnitt sey in allen Punkten dieselbe = v; MN = ^4x 
(unendlich klein); dt die Zunahme der Zeit (ebenfalls unendlich klein); cdie 
spezifische Wärme des Stabes, d. h. die Wärmemenge, welche nöthig ist, die 
Gewichtseinheit vom Stoffe des Stabes um 1 0 der Temperatur zu erhöhen, 
wo c als für alle Querschnitte gleich vorausgesetzt wird ; <> sey das spezifische 

der (anendlich kleinen) Grössen dx, dt; letzteres kurzweg der Differentialquotient. Nach 
unserer gewöhnlichen Bezeichnung schreiben wir den ersten Bruch: ^- . 

19* 
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Wannebewegung in einem dünnen Stabe. 



Gewicht des Körpers, ebenfalls unveränderlich (Gewicht der Kubikeinheit) ; 
endlich sey die Wärmemenge 1 gleich der Wärmemenge, welche die Gewichts- 
einheit reinen W r assers um 1 0 in ihrer Temperatur erhöht. 

Wirnehinen nun an , in dem Körperstücke MN bleibe Alles, wie es in 
M war, also v und a>, und erst inN werden diese Grössen plötzlich zu v-j-^v, 
(ö -(- Arn, wo (für dieselbe Zeit t) Av, A<o die Aenderungen von v und cd 
sind für blosse Aenderung von x. Wir werden diess also genauer durch 
A t v, z/,w bezeichnen. Aendert sich überdiess die Zeit um Jt, so nehmen 
wir an, wahrend dieser Zeit bleibe die Temperatur in MN gleich v und springe 
am Ende derselben plötzlich in v + A t v über, wo A t v die Aenderung von v 
ist, die man erhält, wenn bloss t sich ändert. [Also ist v + A t v die Tem- 
peratur in N zur Zeit t, v + i,v die in M zur Zeit t H- At, welche zu der- 
selben Zeit in dem ganzen Stücke MN herrscht, in N aber v ■+- A t \ -jr 
A t (v -h A, v) seyn rauss]. Für alle diese Annahmen gilt nun die Bemerkung 



Das Gewicht des Körperstücks MN ist q wAx; seine Temperatur nimmt 
um J t v zu , so dass dazu die Wärmemenge c^<o Jx A % v verwendet werden 
musste. Diese kann nun nur erhalten werden durch diejenige Wärme, welche 
in den Querschnitt bei M einströmt und nicht durch den in N wieder abfliesst, 
diese noch vermindert um diejenige Wärmemenge, welche von der Oberfläche 
des Körperstücks ausgestrahlt wird. 

Zur Zeit t sind die Temperaturen in M und N: v, v + J,v, ihr Unter- 
schied also — A x \ (die in N die kleinere); demnach strömt in der Zeit At 
durch M (nach den oben gemachten Voraussetzungen) die Wärmemenge 



dem einen zum andern Querschnitt übergegangen wird, wenn man bloss x in 
x-hAx übergehen lässt. Es strömt also weniger durch N als durch M : 

— A t [— YoaAt ^jj) — + A t A x {\. (o • — Ist y die Wärmenge, welche 

in der Zeiteinheit durch die Flächeneinheit bei einem Temperaturunterschied 
= 1° ausstrahlt; w der Umfang des Schnittes; b die äussere (unveränder- 
liche) Temperatur : so strahlt durch MN in der Zeit At aus: y w Ax At (v— b). 
Demnach bleibt in MN zurück die Wärmemenge 



Diese muss gleich der oben angegebenen CQUiAxA t v seyn, so dass 



ist, welche Gleichung erst an den Gränzen genau ist. Dort heisst sie 



in VI. 





A t J, 



yw/fxJt(v — b) = C(><»Jxitf»v, 
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Würmebewegung in einem beliebigen Körper. 293 
Sind k und oa im ganzen Stabe unveränderlich , so hat man 

i 8 * T / ia 8v 8v k 81 v V w I v^ 

k.jp-rwMJr:.,.-, rt = _____ (v _ b) . (2) 

Die oben angegebene Grösse -j^ = -ku hÄtte Braach sofort gleich 

8 v 8v 
— k <d — Z/ 1 gesetzt werden können, wobei — ka> — die W&rmemenge wÄre , welche in der 

Zeiteinheit durch M strömen würde , wenn die Dinge während dieser Zeit in demselben Zu- 
stando blieben. — Uebrigens setzt unsere Ableitung nicht voraus, dass der Stab geradlinig 
sey; nur muss dann x nach einer Linie gerechnet werden, die auf allen Querschnitten 
senkrecht steht. 

W&rmebewegnng in einem beliebigen Körper. 

- 

VIII. Wir wollen uns nun irgend einen Körper und im Innern desselben 
einen Punkt M denken, der jedenfalls von der Oberfläche weit genug entfernt 
sey, um nicht nach Aussen Wärme strahlen zu können. 

Am Schlüsse der Zeit t sey v die Temperatur des Fig. 44. 

Punktes M, dessen rechtwinklige Koordinaten x, y, z sind. J*i JK 

Denken wir uns durch M ein rechtwinkliges Parallelepiped *Tl T 
MN, ' gelegt, dessen Kanten MM' - Jx, MN = Jz, Jv* 

MM, = z/y parallel mit den Koordinatenaxen (und unend- j£- 

lieh klein) seyen. Sey g das spezifische Gewicht des 

Körpers (in M, wenn q veränderlich seyn sollte); c die spezifische Wärrae 

(in dem betreffenden Punkt und bei der Temperatur v). 

Der Inhalt des Parallelepipeds ist z/xz/yz/z, sein Gewicht ^ z/xz/yz/z; 
die Temperatur desselben am Ende der Zeit t+z/t (in der ganzen Ausdehnung 

8 ▼ 

des Körperchens) wird v ■+- z/ t v seyn, wofür wir auch sofort v -f- — z/t setzen 

können, da endgiltig doch ^~ zu stehen käme und diess gleich ^ wäre. Uro 
diese Temperatur - Erhöhung hervorzubringen , ' war die Wärmemenge 
cpz/xz/yz/z — z/t noth wendig, welche nun durch die in das Körperelement 
einströmende, vermindert um die abströmende Wärme geliefert wird. 

Hat k dieselbe Bedeutung wie in VII (die innere Leitungsfahigkeit), so 
wird in der Zeit z/t durch die auf derAxeder x senkrechte Fläche MNM t N t , 

8 T 

welche die Temperatur v hat, die Wärmemenge — kz/yz/z^ z/t geflossen 
seyn, was wie in VII gefunden wird. Durch die entgegenstehende Fläche 

8t 8 

M'M,' N'Nt' fliesst ab die Wärmemenge — kz/yz/z^z/t-4-^(— kz/yz/z 
^z/t)zfx=-kz/yz/z^z/t-z/yz/zJtz/x^(k^), so dass in dem 



Mi 
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294 Besondere Fälle. 

Körper bleibt: z/x Jy Jz Jt^fk^J . Eben so bleiben in dem Körper, 
wegen der Ströme parallel mit den Axen der y und z : dxdy dzdt^(v. \y)* 
dzJyJzJt~(k^^. Demnach ist 

d. h. 

c • r. - ü ( k jO + ij ( k e ,) + n ( k sO (3) 

Ist k im ganzen Körper konstant, so ist 

8t ./'S»? 8 1 t 8 l T>y 

Besondere Falle. 

IX. Wir wollen annehmen, der Körper bestehe aus konzentrischen Kugel- 
schichten der Art, dass in jeder Schichte die Beschaffenheit desselben überall dieselbe 
sey, sich aber von Schichte zu Schichte ändern könne; ferner wollen wir annehmen, 
es sey ursprünglich die Temperatur in allen Punkten , die gleich weit Tom Mittel- 
punkte abstehen, dieselbe gewesen, so wird sie es auch später bleiben und also t 
nur von r, d. h. der Entfernung Tom Mittelpunkte , abhängen. Die Grössen k, c, Q 
werden sich von Schichte zu Schichte ändern, in derselben Schichte wollen wir k als 
konstant voraussetzen. Alsdann ist (§. 69, Nr. 3): 

8t k d'(rv) ,„ 

X. Besteht ein Körper in ähnlicher Weise aus zylindrischen Schichten und be- 
ziehen wir die Koordinaten eines Punktes auf ein Koordinatensystem , das wir das 
zylindrische nennen können und das durch die Formeln 

x = r co* ob , y = r #i'n » , z = % 

ausgesprochen ist, wo r die Entfernung des Punktes von der gemeinschaftlichen Zy- 
linderaxe bezeichnet, co den Winkel, den r mit der Axe der x macht, so ist (§. 69, 
Nr. 1): 

8^t,8^7 = 8^y,J_8t 
8x» 8y* 8r» r 8r* 

wenn wir wieder voraussetzen , es sey v von a> unabhängig. Also ist jetzt : 

8v r8»v , 1 8v , 8*t-| 

wo wir c, q, k innerhalb derselben Schichte als konstant voraussetzen. Ist zugleich 
v von z unabhängig , d. h. setzen wir voraus , es sey zu einer bestimmten Zeit in 
gleicher Entfernung von der Axe auch dieselbe Temperatur, so ist 



8t L r8*T 1 8t1 /Ö<1 
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Bedingung wegen der Grinsen. 295 
Bedingung wegen der Gränzen. 

- XI. Angenommen, der Körper befinde sich in einem Räume, der be- 
ständig dieselbe Temperatur £ habe. Sey weiter u die Temperatur an der 
Oberfläche des Körpers, mit der er jenen Raum berührt, <a ein (unendlich 
kleines) Element derselben , k der Koeffizient der innern Leitungsfahigkeit, 
y der der Ausstrahlungsfähigkeit (Nr. VII). Die Wärmemenge, welche im 

• 8 Q 

Zeitelemente dt durch o> strömt, ist — kr- o> dt. wo n die Normale an die 

9 n 

Oberfläche in dem betreffenden Punkte bedeutet (was ganz wie in Nr. VII 
bewiesen wird); die Wärmemenge, die durch dasselbe Element ausstrahlt, 
ist y (i — £) «ö d t , so dass, indem diese Mengen gleich seyn werden : 

-kjj--=y(u-£). (7). 

Die Normale ist dabei nach dem äusseren Theile des Körpers gerichtet. 

Wir wollen uns nun durch denselben Anfangspunkt der Koordinaten, 
auf den sich die Koordinaten x, y, z beziehen , drei neue senkrechte Axen 
denken, die wir mit L, M, N bezeichnen wollen, und wovon die N parallel sey 
mit der so eben bezeichneten Normale. Seyen X, X' y X" die cosinus der 
Winkel, die L mit den Axen der x, y, z macht; fi, fi\ fi" dieselben Grössen 
, fttr M; <J, $\ ö". für N; ferner 1, m, n die Koordinaten eines Punktes, (x, y, z) 
für die neuen Axen, so ist (§. 69, Nr. 4): 

x = il + /mi + 8n, y = A'l -rVm -+- 6' n , t = X" 1 + ft" m -f- 6"n, 

8 u 

und n hat dieselbe Bedeutung, die ihm in ^ zukommt. Demnach (§. 69): 

8u_8jiöjt8u8_y8u 8z _ 8u 8u 8_u 
8n~Öx Ön^By 811 8z8n~ dz^~ Sy"*" 8z' 

so dass för alle Punkte der Oberfläche : 

seyn rauss, wo also <J, d', 3" die cosinus der Winkel sind, welche die nach 
Aussen gerichtete Normale mit den Axen der x, y, z macht. 

Für den Fall einer ebenen Oberfläche, die parallel ist mit der Axe der x, ist 
«' = d" = 0und ö = ±l, so dass 

±k|^-r-y(o-£) = 0, (a). 
0 z 

wo die Zeichen ± gelten , je nachdem die nach Aussen gerichtete Normale mit der 
positiven Axe der x den Winkel 0 oder 180° macht. 

Ist die betreffende Oberfläche die einer Kogel rom Halbmesser r und ist der 

Mittelpunkt Anfangspunkt, so ist ö = ± y , ö' = ± ^ , 8" = ± ~ , wo das obere 

oder untere Zeichen gilt, je nachdem die Normale dem Mittelpunkt ab- oder zuge- 
wendet ist. Also ist 
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296 Bedingung bei Berührung. 

- 

Da . 8 u . , 8 u . /x h y 8 u 8a i\ .8 u , , 
demnach 

+ k~-r-y(u-*) = 0, - (b) 

wo für r der Halbmesser der begrenzenden Oberfläche zu setzen ist. 

Für den Fall eines Zylinders, bei dem der Mittelpunkt der Grundfläche Anfongs- 
punkt, die Zylinderaxe Axe der z ist, hat man 8" = 0 , 8 = + — » & ~ i "7"» wor 
der Abstand des Punktes von der Zylinderaxe ist, so dass 

8 x öy 8 z Vr 8x r 8 yy 8r 

und also 

±k^ + y(u-£) = 0. (c) 
Bedingung bei Berührung. 

XII. Steht ein Körper in Berührung mit einem andern, so wird die durch 
ein Element des einen Körpers fliessende Wärmemenge- offenbar gleich der 
seyn, die durch das mit jenem iu Berührung stehende Element des anderen 
Körpers fliesst. Sind also u, u' die Temperataren der Elemente; k, k' die 
Koeffizienten der inneren Leitungsfähigkeit für beide Körper, so sind diese 

8 q 8 u' 

Mengen : — k ■ - o> Jt, — k' r— «z/t, wo n sich auf die Normale, die beiden 

0 8 n 0 n ' 

Elementen gemeinschaftlich ist, bezieht. Demnach ist 

(8u 8u 8n"\ /" 8u' 8u' Su'^v 
i - + Ä 'r +i r) = k r- + *'^ + *"7r )• < 8 > 
öx öy ozy \ fix 8y 8zy 

wo nun die Normale beliebig gerichtet seyn kann. (Es ist ganz wohl 
denkbar, dass wenn die berührenden Körper anfänglich sehr ungleich er- 
wärmt waren , diese Gleichung für den Anfang keine Geltung hat, und erst 
dann richtig ist, wenn die Temperaturungleichheiten sich einigermassen aus- 
geglichen haben, was jedoch ziemlich rasch geschieht.) 

Für berührende Kugelschichten hat man 

8 u 8u' 

für berührende Zylinderschichten dieselbe Gleichung; für ebene Schichten, die auf 
der Axe der x senkrechten stehen : 

8u 8u' 

Ist nun ferner X der Koeffizient für den Uebergang der Wärme aus dem 
ersten Körper in den zweiten, so ist X (u — u') o> ä t die Wärmemenge, die in 
den zweiten Körper durch das Element a> eindringt ; dieselbe rauss aber gleich 
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der aus dem ersten Körper ausströmenden, d. h. gleich - w Jt seyo, 
so dass also neben obiger Gleichung noch die Beziehung 

kj£ = A(u'-.) • (9) 

- bestehen muss. 

(Man vergleiche mit den in §. 75 enthaltenen Betrachtungen etwa noch 
die in §. 80, I; §. 82, Nöte; §. 83, I, III; §. 91, III, 6, 8; §. 136, III; 
§. 137; §. 169; §. 170; §. 172, III; §. 174, 1 u. s. w. enthaltenen.) 

Antnerkung. 

XIII. Was wir in VI ausgesprochen, mag durch die eben gegebenen 
Beispiele erläutert seyn. Man kann das Verfahren selbst etwa in folgender 
Weise näher bezeichnen. 

Um die Verhältnisse (Gleichungen), welche zwischen bestimmten ver- 
änderlichen Grössen bestehen, zu ermitteln , legt man den unabhängig Ver- 
änderlichen gewisse Zuwachse (Aenderungen) bei , wodurch die abhängigen 
ebenfalls Aenderungen erleiden. Diese betrachtet man (wie in der Arith- 
metik) nicht durch stetige Veränderung entstanden, sondern durch einen 
Sprung, sieht also die Dinge so an, als wären die abhängigen Grössen, in- 
dem die unabhängigen stetig von dem alten Zustand in den neuen über- 
giengen, unveränderlich geblieben, und nehmen erst, nachdem die unabhängigen 
in den neuen Zustand übergetreten sind, plötzlich ihre neuen Werthe an. 
Man betrachtet nun die Verhältnisse, welche sich unter dieser Voraussetzung, 
die eine eingehende Untersuchung erst möglich macht, ergeben und stellt 
daraus Beziehungen zwischen den veränderlichen Grössen (oder auch deren 
Aenderungen) her, die immer unter der Form von Gleichungen zwischen 
Differenzenquotienten (§.11) und diesen Grössen erscheinen müssen. 

Die gemachte Annahme weicht von der Wahrheit ab, da die veränder- 
lichen Grössen nicht springen , sondern sich stetig ändern ; sie nähert sich 
aber der Wahrheit desto mehr, je kleiner die Aenderungen der unabhängigen 
Grössen sind. Demnach werden die erhaltenen Gleichungen vollkommen 
richtig, wenn man zu den Gränzen übergeht, wodurch die Differenzenquo- 
tienten sich in Differentialquotienten verwandeln. 

Dass aber diess wirklich der .Fall, lässt sich leicht einsehen. Gelangt 
man nämlich, unter der angegebenen Annahme , auf die Gleichung P = 0, 
welche nicht genau richtig ist, von der man aber sagen muss, sie nähere sich 
der Rjchtigkeit desto mehr, als die Aenderungen der unabhängig Veränder- 
lichen kleiner werden, so heisst diess eben, die Grösse P habe Null zur Gränze. 
Diese Gränze wird aber erhalten, wenn man die Differenzenquotienten in 
Differentialquotienten verwandelt; so dass, wenn P dadurch in Q übergeht 
(also Q = ÖrP ist), man haben muss Q = 0. — Hat die ungenaue Gleichung 
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die Form R = S und sind T, U die Gränzen von R und S, so ist eben so 
T = U die genaue Gleichung. * 



Dreizehnter Abschnitt. 
Integrale. Anwendungen. 

§.76. 

Unbestimmte Integrale. 

I. Ist f(x, y) eine Funktion der zwei unabhängig Veränderlichen x und 
y, so kaqn dieselbe nach x oder nach y integrirt werden. Diese Integrale 
sind nun wahre partielle, müssen also (§.28) durch das Zeichen 3 bezeich- 
net werden. So bedeutet j i (x, y) 3x das Integral von f (x, y), partiell 
nach x, wobei also y durchaus als konstant angesehen wird; während 
Ji (x, y) 3 y ganz eben so das partielle Integral nach y bedeutet. 

Es kann aber auch verlangt werden , die Funktion f (x, y) nach beiden 
Veränderlichen zu integriren. Man bezeichnet dieses dann durch 



f(x,y)8x8y, 



wobei es sich nur darum handelt anzugeben, nach welcher der Veränderlichen 
zuerst integrirt werden müsse. — Soll diess nach x geschehen , so werden 

wir das Zeichen f 'dy J](x, y)dx brauchen; im entgegengesetzten Falle 

aber Jdxß(x,y)dy. 

Was nun etwa die Grösse 

fry yi(».y)8i (a) 

betrifft, so soll also f (x, y) zuerst nach x integrirt werden, wobei y als 
konstant anzusehen ist. Findet sich nach den Methoden des sechsten Ab- 
schnitts 



Das« die z.B. in VIII eingetretene Division mit AxAyAz At keine Schwierigkeiten 
verursachen kann, liegt auf der Hand. Ist nämlich VLAx Ay Az At näherungsweise gleich 
H Ax Ay Az At, so ist diess eben nur wahr, wenn näherungsweise M = N , und folglich 
genau örM= örN ist. Dass nachher Ax, . . . , At unendlich klein gedacht werden könne, 
hat anf die Zulässigkeit dieses Schlusses keinerlei Einfluss. 
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r f(x,y)8x = F(x,y), » (b) 



wo F (x, y) so beschaffen seyn muss, dass = f (x, y) (§. 26) , so ist 

der zweiten Seite io (b) noch eine Grösse beizufügen, deren Differential- 
quotient nach x gleich Null ist (§. 26, II). Diese Grösse (konstant in Be- 
zug auf x allein) kann also ganz wohl eine Funktion von y seyn, deren Form 
durchaus willkürlich bleibt. Bezeichnen wir sie mit <p (y) , so hat man also 
allgemeiner: 

yf(x,y)8x = F(x,y) + *(y). (V) 

Aus (b') folgt nun: 

Jty yf(x,y)8x= ^(«.7)87 + ^(7)87. (c) 

Ermittelt man die Grösse Jf (x, y) By nach den frühern Methoden 

und ist ihr Werth = F t (x, y), so hat man der zweiten Seite eine Grösse bei- 
zufügen, die unabhängig von y ist, die also ganz wohl eine willkürliche Funk- 
tion von x seyn kann. Bezeichnet man dieselbe mit xp (x) ; beachtet ferner, 

dass J(p (y) B y eine Funktion nur von y ist, die aber — weil <jp (y) willkür- * 

lieh ist — auch ganz willkürlich bleibt, so wird man leicht übersehen, dass 
die Gleichung (c) die Form 

y8yyf(x,y)8x = F l (x,y) + Vl (y)-+-*(x) (cO 

annimmt, wo <f x (y) eine willkürliche Funktion von y (ohne x), dagegen \p (x) 
eine willkürliche Funktion von x (ohne y) ist. 

Aus (c') folgt, wenn man zuerst nach y, dann nach x differenzirt: 



ß 



f( ,, y) ex = ^+^ 

f(x ' y) - 8y8x ' 



Die Grösse F t (x, y) in (c') ist hiernach nothwendig so beschaffen, dass wenn 
man sie partiell nach y und dann nach x differenzirt, f (x, y) erscheinen muss. 

Daraus ergibt sich, dass der Gleichung 

6Tel =f(x ' y) W 

genügt wird durch 

u = F 1 (x,y), , > (d') 

welcher Werth jedoch nicht die vollständige Auflösung der Gleichung (d) 
enthält, da nach (c') noch zwei willkürliche Funktionen zuzufügen sind. 

AI* Beispiel wählen wir etwa das Doppelintegral 



Digitized by Google 



300 

^8x8y 



m 



Zunächst ist 
also ist 



Y eine willkürliche Funktion von y, X von x bedeutet. Das Integral , das hier 
noch vorkommt, und in welchem x konstant ist, könnte etwa nach §.57 ermittelt 
werden. 

II. Was die oben beröhrte Grösse F, (x, y) betrifft, so wird sie auch 
erhalten werden, wenn man das Integral Jdx j*i(x y y) 9 y ermittelt. Findet 
man nämlich 

f f(x,y)8y=-F,(x,y)-f- Vt (x)H-^(y) f (e) 



wo q> t (x) bloss x, ip { (y) bloss y enthält, beide aber willkürliche Funktionen 
6*md, so muss auch 



seyn. Demnach ist 

d. h. (§.19, II, §.68,1): 



VF S (x,y) == 8'F 1 (x,y) 
Ö x 8 y 8 y 8 x 

8'F, (x.y) 8^,(1, y) 



8 x Ö y 8x8y 

Da nan F t (x, y), F 2 (x, y) keine Theile enthalten sollen , die bloss aus 
x oder bloss aus y bestehen, mithin bei den partiellen Differenzirungen weg- 
fallen könnten (da diese Theile in den zuzufügenden willkürlichen Funktionen 
enthalten sind), so kann obige Gleichung nur bestehen, wenn F t (x, y), F, (x, y) 
dieselben Grössen enthalten. 

Es ist also gleichgiltig , in welcher Ordnung die Integrationen in 

f(x, y) 9 x «3 y vollzogen werden, immer freilich vorbehalten, dass in den 

erhaltenen Resultaten keine Grössen vorkommen, die bloss von x oder bloss 
von y abhängen. 

III. Man ersieht hieraus schon im Allgemeinen, was man unter dem viel- 
fachen Integrale 

f(x,y,z )8x8y8x... 



fß 



III- 



zu verstehen hat. Dabei ist die Ordnung der Integration willkürlich, so dass 
man also zunächst f(x, y,z, ...) nach x integriren kann, wobei alle anderen 
Grössen y, z,... als Konstanten betrachtet werden. Diese so erhaltene 
Grösse integrirt man sodann nach y, wobei x, z, . . . konstant sind, u. s. w. ; 
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schliesslich werden dem Resultate willkürliche Funktionen zugefügt von je 
allen Veränderlichen, eine ausgeschlossen, also so viele, als es Veränder- 
liche sind. So ist etwa 



///■ 



; z 8x 8y 8z — 1 ^ 4- 9 (x. y) 4- g> t (x, z) -f «>, (y, z) , 



wo <p, 9> t , <p 2 ganz willkürliche Funktionen sind. 

IV. Da vielfache Integrale hiernach nichts Anderes sind, als einfache, 
mit dem Unterschiede freilich, dass das betreffende Integrationsverfahren 
mehrfach wiederholt wird, so gelten für jene alle Regeln, welche für diese 
nachgewiesen wurden. Da jedoch unbestimmte vielfache Integrale für uns 
von geringerem Interesse sind, als bestimmte, so wenden wir uns sofort zu 
letzteren, wobei wir dann die weiter nöthigen Untersuchungen fortführen 
werden. 

§.77. 

Bestimmte Doppelintegrale mit konstanten Gränzen. 

I. Sind a, b, a, ß Grössen, die von x und y unabhängig sind, so heissen 
wir die Grösse 

*V,y)8y 



/>/: 



ein bestimmtes Doppelintegral. Dabei ist gemeint, man solle die Grösse 
f(x,y) zuerst (partiell) nach y zwischen den Gränzen a und ß integriren 

(§.39, I), wodurch das Integral /^f(x,y)9y als Funktion von x erscheint. 

Diese so erhaltene Grösse soll dann noch (partiell) nach x zwischen den 
Gränzen a und b integrirt werden. Der endgiltig erhaltene (rein konstante) 
Werth ist durch (a) angedeutet. 

Man wird nun eben so das Zeichen 



/>/:< 



f(x,y)8x <a') 

Ja J » 

auslegen können. 
II. Ist 

y*8x yf(x.y)8y=F(x,y)H-,p(x)H-*(y), (§.76.11) 

so ist auch 



8x 



y*8x y* f(x,y)8y = F(x,<?)-F(x,a) + * t (y), 
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y* <i f(x,y)8y = F(b,/?)-F(b.a)-F(a,^-hF{a,«). (b) 

Dabei ist klar , dass wenn in F (x, y) auch Glieder vorhanden sind , die 
bloss von x oder bloss von y abhängen , also eigentlich zu r/> (x), ijj (y) ge- 

hören, die von x allein abhängigen Glieder schon in g^[F(x,/S)~F(x,o)J 

nicht mehr vorhanden seyn werden; die von y allein abhängigen fallen dann 
bei der nächsten bestimmten Integration weg. 

Eben so ist 

y ,/J 8 y y ,b f(x,y)8x=rF(b, / J)-F(a,/?)-F(b,a)-l-F(a > a), (b*) 

wobei wieder dieselbe Bemerkung zu machen ist. 
Aus (b) und (b') folgt sofort: 

[\x f\{x,y)Zy = f\y f\{x,y)Sx, (42) 
%/ » J a J a J * 

so dass bei bestimmten Doppelintegralen mit konstanten Grän- 
zen die Ordnung der Integration beliebig ist. Dabei freilich muss 
die Grundbedingung (§.39, I) erfüllt seyn, dass nämlich f(x,y) immer end- 
lich bleibe von x = a bis x = b , und y = a bis y = ß. 

Zweite ErkUrungsweise des bestimmten Doppelintegrals. 

m ' l8t y^f(x,y)8y = F(x), (c) 

so hat man (§. 39, I) : 

J\x y <9 f(x,y)Öy = tfr Jx tF(a)-4-F(a-t- Jx)-4- . . . . + F(b- Jx)], (d) 
wo Gr auf ein abnehmendes Jx sich bezieht. Aus (c) aber folgt allgemein: 

/'ß 
f(a + mJx,y)8y, 
a 

d. h. nach §. 39: 

F(a + mJi) = ffrJy[f(a + m/fi 1 a) + f(a + mJi,« + Jy) + ... 

+ f(a + m//x,/J- Ay)], 

wenn Gr auf ein gegen Null gehendes J y sich bezieht 

Daraus ergibt sich leicht, dass J 8x J* ß f(x,y)3y der Werth ist, dem 

sich die Grösse 

JxJy[f(a.a)H-f(a.a-|-Jy)-+- -+-f(a,/9- Ay)) 

+ Ax Ay [f (a-l- Jx, o) -l- f (a-f- Ax, a+Ay) ■+■ . . . -I- f (a-f- Ax,ß— Ay)] 

-+■ Ax Ay [f (a+2 Ax, «)-+-f (a+2 Ax, a+Ay) -+- . . . + f(aH-2 Ax. ß-Ay)) (e) 

-+- : 

• > , 

-+- Ax Ay [t (b- Ax, a)+f(b— Ax, a-f- Jy) -+-...-+- f (b— Ax, ß-Ay)] 
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- 

nähert, wenn man darin zuerst Jy und dann auch Jx gegen Null 
gehen lässt. 

Ganz eben so findet sich, dass J*^^y J f (x, y) 8x der Werth ist, 
dem sich 

Ay Jx[f(a,a)-r-f(a-r-zfx, a) + 4- f(b — Ax, a)] 

-H Jy//x[f(a,o-+- Jy) + f(a-(- Jx, «H- Jy)-r-....-r-f(b — Jx, a+Jy)] 

(eO 

4- Ay A x [f (a, |? — J y) 4- f (a 4- Ax, ß — Ay) 4- . . . -+- f (b — A x , ß — Ay)] 

nähert, wenn man zuerst zfx und dann auch z/y gegen Null gehen lässt. 

Aus der Gleichung (42) folgt nunmehr, dass die Gränzwerthe der. 
Grössen (e) und (e') gleich sind; da ferner diese Grössen identisch sind 
(wenn auch anders geordnet), so folgt hieraus der Satz : 

Lässt man in (e) zuerst Ay und dann auch Ax gegen Null gehen, oder 
verfährt man in umgekehrter Weise, so erhält man immer denselben Gränz- 
werth, der durch die Gleichung (b) ermittelt ist. 

Man kann also sagen, es sey das doppelt bestimmte Integral 

J 3x p 'f(x, y)öy eine Summe von Elementen der Form Ax Ayf(x, y), 

wenn x und y alle möglichen Werthe zwischen x = a und x = b, so wie 
y = a und y = ß annehmen, wobei die x um (das unendlich kleine) Ax, die 
y um Ay wachsen. 

Was man unter drei- oder mehrfachem bestimmtem Integrale zu ver- 
stehen habe, ist hiemit wohl klar, so dass es einer weiteren Erörterung nicht 
bedarf. Da die Integrationsgränzen konstant sind, ist die Ordnung der 
Integration eine ganz willkürliche. 

» 

§.78. 

Bestimmte Integrale mit veränderlichen Gränzen. 

I. Ereignet es sich, dass in einem bestimmten Doppelintegrale die 
Gränzen von y nicht unabhängig von x sind, so wird ein solches unter 
der Form 

f(i,y)8y (0 



J 9>(x) 



erscheinen. Die Aus wert hung desselben geschieht in herkömmlicher Weise. 
Ermittelt man zunächst Jt(x,y) 8 y, wobei die zuzufügende willkürliche Kon- 
stante (Funktion vonx) weggelassen wird (§. 41, II), und ist dies« = F(x,y), 
so ist 

f (x, y) 8 y = F [x, y,(x)] - F [x, <p (x)] , 



*<*) 
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welche Grösse als Funktion von x erscheint und durch F t (x) bezeichnet 
werden mag. Alsdann ist 

8x/ f(x,y)8y=/ F,(i)dx. (f) 
» J 9(x) J ■ 

3 y / f (x, y) 8 x auszule- 

a J 9>{ y ) 

gen habe, ist hiernach klar. 

II. Setzt man zur Abkürzung <p (x) = y t , t/; (x) — y 2 , so ist 

r, f(x,y)8y = tfr Jy [f (x, yj + f (x, y t + Jy) -r- . . .. H-f (x.y,- Jy)], (g) 
y« 

•wo <?r wie immer sich auf ein gegen Null gehendes Jy bezieht. Die Grössen 
y lt y 2 sind aber nicht fest, sondern ändern ihre Werthe mit x; J y kaon also 
auch angesehen werden als veränderlich mit x. Trotzdem werden wir das- 
selbe Zeichen Jy beibehalten, was auch x sey, da die Art der Einschiebung 
eine willkürliche ist (§.40). Hat x den Werth a + mJx, so ist alsdann 
die zweite Seite der Gleichung (g) : 

Gr Jy jf[a-f-m Jx, »(a + mJi^ + ffa + mJx, j»(a + mJx) + Jy]+... 



P 



+ f[a + mJx, y(a + m Jx) — Jyjj, 

wie man leicht übersieht. 

8x / f (x, y) 8 v gleich ist dem 

• J 9>(x) 

/'V'OO 
f(x, y)8y 

der Grösse x die Werthe a, a+ Jx,..., b — Jx beilegt und alle addirt, 
so wird sich hiernach leicht ergeben, dass das bestimmte Doppelintegral gleich 
ist dem Gränzwerthe von 

Jx Jy |f [a, ,(*)] + f [a,<p (a) -+- Jy] + . .. . + f [a, *(a) - Jy]} 

-+- Jx Jy jf [a H- Jx, v(a+ Jx)] f [a -+- Jx, p (a -+- Jx) -4- Jy] -+- . . . 

-f- f [a 4- Jx, xp (a -+- Jx) — J y]j 

+ : 

H- Jx Jy jf [b — Jx. ? (b — Jx)] -f- f [b — Jx, 9» (b — Jx) -f- Jy] . . . 

+ f[b- Jx,*<b- Jx)-Jy]}, 

wenn darin Jy und dann Jx gegen Null gehen. 

Da die Jy in den einzelnen Theilen nicht gleich sind, so kann man das 
Ergebniss auch in etwas anderer Form aussprechen. Geht y von <p (a) zu 
\p (a) durch die unendlich kleinen Unterschiede e t , von y(a + Jx) bis' 
xp(a -f- Jx) durch *, , von g> (b — Jx) zu tp(b — Jx) durch e B> so ist 
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x. y) 8 y = A x [f (a, 9 (a)) + f (a, » (a) 4- e t ) + . . +- f (a, * (a) - )] 



-+- e : Jx [f (a-|- Jx, ? (a-h Jx)) f (a+ Ax, 9 (i-hAx)+e t ) + . . . (k) 

f (aH- Ax. y(a-i- Ax)— »,) -H . . . 



-r-e n 4x[f(b— Jx, *(b— Jx))4-f(b— Jx, e»(b— Jx)-f-« n ) -+- . . . 

-+-f(b— Ax, v^(b— Jx)— €„)], 

wo Jx ebenfalls unendlich klein ist. 

Lässt man hier zuerst die e gegen Null gehen (unendlich klein werden), 
so sind die einzelnen Zeilen gleich 

j»tp (»> (*+A X ) /*y (b-^x) 

Jx/ f(a,y)8y, Ax f(aH Jx,y)8y, Ax I f(b-Jx,y)8y, 

^ »(») ^ OJ(»+^x) J 9>Q>-A X ) 

/"/'(*) 
f(x,y)dy — F t (x), diese einzelnen Zeilen sind JxF t (a), 

zf x F, (a -+- Jx) , JxF, (b — Jx). Der Gränzwerth der Summe ist also 
(§. 39) y* V t (x) 8 x , d. h. das Doppelintegral (f) . 

Man kann dieses Doppelintegral also mittelst der Gleichung 
(k) erklären, und umgekehrt, eine Summe wie die zweite Seite der Glei- 
chung (k) ist immer ein bestimmtes Doppelintegral. 

* 

III. Dass die Ordnung der Integration hiebei vorgeschrieben ist, leuchtet 
ein, so dass man von ihr nicht abgehen kann. 

Es wäre jedoch auch denkbar, dass in einem bestimmten Doppelinte- 
grale (f) die Ordnung der Integration willkürlich wäre, d. h. dass man, statt 
zuerst nach y und dann nach x zu integriren, auch in umgekehrter Ord- 
nung verfahren könnte; nur müssten in diesem Falle die Gränzen für x als 
Funktionen von y gehörig bestimmt werden. Es ereignet sich dieser Fall 
namentlich bei geometrischen Anwendungen. Allgemeines lässt sich hier- 
über Nichts aussagen. Dasselbe gilt von einem dreifachen Integrale 



8x/ 8y / f(x.y,x)8 



7., 



in dem y(x), tp (x) Funktionen von x, g>, (x,y) und tp l (x, y) Funktionen von 
x und y sind. Hier muss der spezielle Fall maassgebend seyn. 

Verwandlung in ein Integral mit konstanten Gränzen. 

IV. Findet man bei veränderlichen Gränzen einen Anstand, so lässt sich 
ein jedes doppelt bestimmte Integral leicht in ein anderes verwandeln, dessen 
Gränzen konstant sind. Sey nämlich das Integral 

f(x.y)8y 



/>/; 



DioftfCr, DiffereaUal- u. InUfTal-Rechnun*. X. Aufl. 20 
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"vorgelegt, wo £ und £ Funktionen von x sind, so hat man, dem Obigen ge- 
mäss, zuerst die Grösse 



ß f(x.y)8y. 



bei der x konstant ist, zu ermitteln. Man setze nun hier (§. 42, IV): 

so sind die Gränzen für z: 0 und 1 , und demnach 

j*t (x, y) 8y = (t- i) J\ Ix, £ + « - ö x] 8 s = <t - *) ^ [x. « + (£ - f>y] 8y, 
so dass 

f^tf^b-y^y^J (J-i)öx^ f[x.£ + a-i)y]8y (m) 

seyn wird, wodurch der Zweck erreicht ist In dem letzten Integrale ist nun 
die Ordnung der Integration eine willkürliche. 

Setzt man hier £= 0, so ist 

8x/ f(x,y)6y=/ föx/ f(x,£y)8y. (mO 
Da nun (§. 42, II) , 
j\ (x, y) 8 y f (x, y) 8 y *f (x, y ) 8 y , 

so folgt aus (m), dass auch 

y^ k 8x y^f(x,y)8y= ^öx ^'f (x, ty) 8 y - ^Sx y^f(x,£y)8y (n) 

sey. Dieser Satz führt oft leicht zur Auswerthung mehrfacher Integrale. 
So ist z. B. 

Vr»— tx 

/" 8y = p p 8y _/ >r V^I*8i /" , 8y ^ 

y o Vr l -x I -(r t -rx)y* 7» J oVi-J 1 Jo Vr-x 7 0 Vr+x-ry' 

- 2r [| +ore (^=yI)-I ore( „ B =.,]=^- 2r (I + 5-=)= r (|-,). 
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Dass man ähnliche Sätze für dreifache Integrale aufstellen kann , ver- 
steht sich ganz von selbst. Eben so lassen sich viele der Sätze in §. 42 
ganz unmittelbar auf mehrfach bestimmte Integrale übertragen. Für den 
Augenblick mag es für uns hauptsächlich von Wichtigkeit seyn zu bemerken, 
dass die Bestimmung (Auswerthung) eines vielfachen bestimmten Integrals 
immer auf eine mehrfach wiederholte einfache Integration zwischen bestimm- 
ten Gränzen zurückkömmt 



§• 79. 

Umformung vielfacher bestimmter Integrale. 
1) Bestimmte Doppelintegrale. 

I. Sey P eine bekannte Funktion von x und y und man wolle in dem 
bestimmten Doppelintegrale 

f\x f ß P6y (a) 

an die Stelle von x und y zwei neue unabhängig Veränderliche u, v einführen, 
welche mit x und y durch die Gleichungen 

x = flp(n,T), y = ^(a,y) (b) 

zusammenhängen, welche Gleichungen sicher allgemein genug sind, da man 
ja immerhin x und y muss durch u und v ausdrücken können, wenn man eine 
durchführbare Umformung haben will. In dem Integrale (a) setzen wir die 
Gränzen als konstant voraus, und wie immer die Grösse unter den Integral- 
Zeichen endlich innerhalb der Gränzen der Integration. 

Betrachten wir nun zuerst das Integral 



/' 

J c 



Vöy, (c) 
a 



so ist in demselben x als Konstante angesehen; wollen wir statt y die Ver- 
änderliche v einführen , so werden wir aus (b) die Grösse u eliminiren , um 
die Gleichung zwischen y und v, in der freilich auch noch das konstante x 
vorkommt, zu erhalten. Gesetzt diese Gleichung sey 

f(x,y,T) = 0, (d) 
so werden die Gränzen a\ ß' von v aus den zwei Gleichungen 

f(x,«,«0 = O, f(x, J 9, ( ?') = 0 <d') 

zu entnehmen seyn. Ist es möglich, von x unabhängige Werthe von a' 
und ß' aus diesen Gleichungen zu erhalten, so hat man (§. 42) 



8 y 

wo ^ aus der Gleichung (d) zu ziehen ist. Aber die (d) entsteht , wenn 
man in der zweiten Gleichung (b) die Grösse u durch den Werth ersetzt, den 

20* 
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sie in der ersten hat; demnach wird auch u als eine Funktion von v zu be- 
handeln seyn, während x konstant bleibt. Man hat also 

8 y _ 8 8 n 8 8 g> 8 u $<p 

8~r~~{hi 8t + öt ' °"~8~n 8» ~*~V* ' 

8g> 8 » 8 y 8 » 8 y 

8u 8v jöy 8u 8v N 9n /-,..' . / \ 

also r- = — , und -— = — - — , welche Grosso in (e) einzu- 

8~ä Öu 

fuhren ist, und dann y und u nach (b) zu ersetzen sind. Geschieht diess, so 
ist die Grösse (a) gleich 



//(*' 
(djp 8jd _ 8* 8j^\ 
V öt 8a 8n8 Tj , 
8u 



(a') 



und da hier wieder die Gränzen konstant sind, so kann man die Ordnung der 
Integration ändern und also zuerst nach x integriren. Betrachten wir nun- 
mehr das Integral 

8jp 8p _ 8 y 8j> 
öv 8u 8u 8t, 




6j» 
3u 



P9x, («) 



und drücken in demselben (es enthält nur x und v), da v konstant ist, x 
durch u aus , so wird die erste Gleichung (b) geradezu den Zusammenhang 

zwischen x und u geben. Aus ihr folgt ^=~, also wenn a', b' aus 

Ol 0 u 

a = »(a'.T) rf b = *(b',T) . (f) 

bestimmt werden , und man von v nuabhängige Werthe von b und b' daraus 
erhält, so ist (a) = 

l87 8T~8T8Tj P8a ' 
also endlich, wenn man die Ordnung der Integration nochmals umkehrt : 

wo y und x durch u und v nach (b) ausgedrückt werden , und die Gränzen 
aus (d') und (f) unabhängig von x und v gefunden werden müssen. 

Liefern die Gleichungen (d') Werthe von a', ß' unabhängig von x, da- 
gegen die Gleichungen (f) Werthe von a', b' die auch noch von v ab- 
hängen, so ist immerhin 

wobei aber die Ordnung der Integration nunmehr vorgeschrieben ist. 
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II. Es kann sich Dan ganz wohl ereignen , dass (d') keine konstanten 
Werthe von a' und ß' liefern. In diesem Falle drücke man in 

7>* ■ 

x durch v aus, suche also a' und b' zu bestimmen aus 

f(a,y,a') = 0, f(b,y,b')=0 <g) 
und zwar unabhängig von y; alsdann ist 

y>-/>5> 

Die Grösse -~ bestimmt sich aus : 

0 T 

Ö»*"i) v + 8u 8 v' üt 8u8t* 

so dass 



8x / P8y= / 8v 
Ja J «• 

Betrachtet man hier zuerst wieder die Integration nach y (wo v kon- 
stant ist) und drückt y durch u aus, so bestimmen sich «', ß' aus 

a = y,(a\v), (g') 

unabhängig von v, und^ = j^', so dass jetzt: 

wo"y und x nach (b) ersetzt werden; a' und b' aus (g), «', ß' aus (g')» un- 
abhängig von y und v gefunden weiden müssen. 

Liefern die (g) für a', b' konstante Werthe, die (g') aber für ß' 
Funktionen von v, so ist die Gleichung (B) immerhin noch zulässig, nur ist 
die Ordnung der Integration alsdann nicht mehr willkürlich. 

III. Wir haben zuerst jeweils v eingeführt; diess war willkürlich. Allein 
da es gleichgiltig ist, welche der neuen Veränderlichen v heisse, so soll es 
die seyn, die uns in dem einen der zwei Fälle zur Ermittlung der Gränzen 
führt, wenn man sie aus (b) eliminirt Kann man aber die Gränzen in kei- 
nem der obigen Fälle in der verlangten Weise finden , so ist die Umformung 
mittelst der (b) nicht zulässig. 




/8_v 8jf _ 8y 8j/\ 
Vöv 8u Du 8v7 



8 a 



8y. 
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Sind fx und ß Funktionen von x, und kann man aus (d') Werthe von 
ß' finden, die konstant sind, so wird alles Obige immer noch gelten. (Ein 
allgemeiner Satz findet sich noch in §. 168, II.) 

Beispiele. 

1) Um das Gesagte zu erläutern, wollen wir uns das Integral 

vorlegen und setzen x = u, y~uv," so ist die (d): y— xv = 0, während die (d') 

sind: 0 — x«'=0, 0C — xß — 0. woraus (da x > 0) — 0, ß' = <X) folgen. 

8 v> ' 8 9 8 <f» 8 © 

Dann sind die (f ) : 0 = a', 30 — b'; ferner ^ — m, ^=^1, r^ — v, ^ = 0, 

mithin nach (A): 



/je /«ac /»ae /»ae 

tx / e -i , + ' ,| cy = | o 8u/ 9 Ue->' , + -'')6y, 



Aber 



und da 



y»ae /»je /»ae /«so 

8u / ue-l«' + , '' ,| t)T= / 8t/ ne-K + ^-'en. 
0 J 0 J 0 J 9 

Ferner (§. 28) : 

y e -<« + *»)«» 

Also 

so ist endlich 

2) Legt man uns eben so das Integral (§. 160) 

8x/ P8y 

° "- rJ T 

ror, und setzen wir wieder x = u, y = u v , so ist die (d) : y— x v = 0, also die (d'J: 
(a _ r ) ~ — a' x = 0, (a-f-r) |- — 0' x = 0 , denen durch a' = ^~ , 0'= ^ , 
unabhängig von x, genügt wird; die (f) sind 0 = a' p h = b', so dass also naeh (A): 

U+T)— Ü±i' 

8x/ P8x= / u8u / P8v, 
wo in P die x und y durch u und u v zu ersetzen sind. 
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3) Wir wollen ferner das Integral 

y»aO /»ao 

untersuchen, indem wir 

x = uco*r, y = u«tnv 

setzen. Die (d) ist hier y — x tg\ = 0 , also wenn wir die (g) anwenden, und deas- 
halb die (d) unter die Form y cotg v — x r= 0 setzen : y cotg a' — 0 =■ 0 , y cotg b' 

— QC = 0, woraus a' = — , b' = 0 ; die (g') sind jetzt 0 = a' sin v, QC — ß'sinr, 

x , n a> . * 8v 8»p 8^ 8*8^ 

also« =0, 0 =QO; 8- T =-umv, 8 - = CM y ( eT = UCMV ' 8^* nv; 8~r 8~u 

" 8T 8^ = ~ U ' also da X ' yJ — U? : 



/ao /»ae /*o /»« /»j i'x> 

8x / f(x l -l-y*)8y — — / 8 t/ uf(u*)8u = / 8 t / uWJou, 

T 

iL 

d.h. ä* J* 9 8 t = y , iDdeiD uf ( uJ ) von v niont abhängt: 



<W 



, 6u 1 

Setzt man hier noch u 2 = x, also u g"^ s= 2"* 80 ,-8fc ^* 

/»ao /»ao _, /»ae 

y^öx y o f(x*H-y-)8y = -y o f(x)8x. 
Das Beispiel in Nr. 1 gehört hieher. Dort ist f (o) = e~ % also 

y H 8x/ a er(» , + ^8y = -?-/*V«8x = -?-. 
o J o 4 / o 4 

IV. Es ist selbstverständlich, dass man nicht nothwendig den hier vor- 
geschriebenen Weg einhalten muss, wenn man nur nicht gegen die Grund- 
sätze, auf denen das Verfahren ruht, fehlt. 

So etwa liesse sich das Beispiel Nr. 1 auch in folgender Weise lösen. 

Setzt man in dem Integrale 

yje-^+^ey 

8y 

y =xu, so ist g^ = x, und die Gränzen von u sind 0 und Q© (§. 42, IV), so dass 

j e-( tS + » ,) Öy=/ xe~<' l, 8u, 

y»O0 /*» /»ao f*> f**> /' x 

8x / e -<«» + *»J8y= / 8x / xe-" + "»"eu = / in/ xe"" + «•>*• 8x . * 
0 J 0 J 0 J 0 J 0 J 0 

Daraus ergibt sich dann der bereits gefundene Werth. 

* Man könnte hier die Frage aufwerfen, ob die Gleichung (42) des §. 77 auch noch gelte, 
wenn einige der dortigen Grinsen unendlich werden. Diese Frage wird sich wie in §. 42, VI 
erledigen lassen, so dass die Giltigkeit davon abhängt, dass die Resultate endliche, 
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Dass man eben so in I den Werth von r- 2 - unmittelbar aus (d) ziehen 

8 t v ' 

kann, ist klar"; nur ergibt sich alsdann keine allgemeine Vorschrift. 

2. Dreifache bestimmte Integrale. 

V. Wir wollen nnn annehmeu , man lege uns das dreifach bestimmte 
Integral 

/*b /*b' /V» 

J= / 8x / 8y / P8s (i) 

vor, in dem P eine bekannte Funktion von x, y, z ist, und worin a, b, a', b', 
a", b" bekannte Konstanten sind , und man solle für x, y, z drei neue Ver- 
" änderliche u, v, w einführen, die mit x, y, z durch die Gleichungen 

x = <p(u,y,t), y = y(n,r ( w) t z = 0(u,y,w) (k) 
zusammenhängen, wo y, t//, 9 bekannte Funktionen sind. 

Da die Integrationsgränzen in (i) konstant sind, so ist die Ordnung der 
Integration eine ganz willkürliche. Wir wollen desshalb annehmen, man in- 
tegrire nach z zuerst, wie es auch in (i) gemeint ist, betrachten also zu- 
nächst das Integral : 

J *'* 

in welchem wir z durch w ersetzen wollen. Dabei sind x und y als Kon- 
stanten angesehen. Eliminiren wir nun ans den Gleichungen (k) die Grössen 
u und v, so erhalten wir etwa die Gleichung 

f(x.y.i,w)=0, . (k') 

und gesetzt, man erhalte aus ihr fdr z=a", und z=b" die Werthe w=a", 
w = 0", unabhängig von x und y, d. h. man könne a", ß" aus 

f(x.y.a",«") = 0, f<x,y,b",?") = 0 (k") 
bestimmen, so ist (§. 42) 

/W/^gla.. 

J J a" OW 

8 z 

wo — aus (k') zu ziehen ist , wenn dabei x und y als konstant angesehen 
werden. Da man aber u und v aus den zwei ersten Gleichungen (k) gezogen 

8w 



o _ 

und in die dritte eingesetzt, um (k') zu erhalten, so ist r- aus (k') gezogen 



8 z 

gleich g— aus der dritten (k), wenn u, v als Funktionen von w aus den zwei 
ersten folgen. Also hat man, da x und y konstant : 

8_z _8_6 8o 60 8v 66 ft _ 8 » 8 u öjp 8_r 8_V» . _ 8(p 8 u 8? 3_r 8 » 
8w~8u Öw^Öy Öw^eV ~ 6Ü~ 8^ + 8t äw^ew' 0 ~~ 8Ü 8^ + 8~r {Hr + 8~w 

« 

woraus 
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8 > 8? dvdji 9^ 8? 

8u ""»t8t + 8w8t 8t 8w8u + 8w87> 



8 w 8 tp 8 v 8981p 8 w 898«/' 8^8<p '• 

8u 8v _ 8u 87 87 8u ~~ e7 8u 

» 

und dann 

80 8* 8^ 868981p 80 8?8y 80 8if/8«i 80 8^/8? 80 8^8* 
8z~ 8n8y"8w 8~ü" 8w 87 ~ 87 8~w 8~a 8~v 8w 87 8w 8~ä 8v ~~ Bw 8~7 8u 
8w — 89 8jp_ 89 fcjp 

8v 8~ü 8u 8t 

M 

was zur Abkürzung = — — gesetzt werden möge. .Also 

wo nun z durch w [mittelst (k')] zu ersetzen ist. Da hier die Integration s- 
gränzen konstant sind, so ist die Ordnung der Integration abermals beliebig. 
Betrachten wir also das Integral 

in dem x und w konstant sind, und ersetzen y durch v. Eliminiren wir nun 
u aus den zwei ersten Gleichungen (k), so erhalten wir etwa 

F(x,y,Y,w) = 0 <k t ) 
und gesetzt, es sey möglich aus 

F <x, a', «', w) = 0 , F (x, b', f , w) = 0 (k t ') 
Werthe von ß* zu ziehen, die unabhängig von x seyen, so ist 

r'PM fl P'PM8y 

y..T 8y -y«-T87 bT ' 

8 v 

wo aus (k t ) zu ziehen ist. Wie immer hat man aber : 

8 v 89 8 89 

89 8_u 8js> 8_y_8$»8u 8j; 8 y_ ~ 8a 8r 8*7 80 _ N 
8n8T + 8T' 8t~8u8y + 87 8t" 89 "89' 

8 u 8a 

so dass 



8t 



o' 

ist, wo y und z durch v und w zu ersetzen sind. Da a', ff unabhängig von x, 
so kann in dem Doppelintegral 
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die Ordnung der Integration nochmals umgekehrt werden, so dass wir zu- 
nächst 




betrachten wollen, wo v, w konstant sind. Bestimmt man nun a, ß aus 

a = *(«,*, w), b = <p(/?,T,w), (V') 

so ist 




a 

wo ™ ans der ersten Gleichung (k) gezogen wird , aus der (bei konstantem 
v, w) folgt 

8x 8» 

8u 8V 

so dass nun endlich 

y\x Ay P'i>%z = f ß dw P'dr f fi PUbn, (C) 
* J %• J »,•• J a" J a' J a 

wenn 

ÖuV8t8w fiweyj brlewau 8 u 8 w) + 8 w V8 a 8 t IvtxxJ* k) 
und wo a", ß" unabhängig von x und y aus (k"); a', ß' unabhängig von x 
aus (k t '); a, ß aus (k t ") folgen. Es versteht sich hiebei von selbst, dass 
/J' ganz wohl w, und a, 0 sogar v und w enthalten können. Ebenso wenn 
a", b" nicht konstant sind, man aber a", ß" doch wie hier verlangt bestimmen 
kann , gelten die obigen Schlüsse noch. 

Man ubersieht leicht, dass man auch ursprünglich z durch v oder u hätte 
ersetzen können. In diesem Falle würde man ganz ähnlich verfahren seyn. 
Da wir aber die neuen Veränderlichen beliebig nennen können, so soll eben 
w die derselben seyn, welche die Bestimmung von a", ß" ermöglicht. Aehnlich 
verhalte es sich mit u und v. Eben so hätte man statt z auch y oder x durch 
w ersetzen können. Allein auch hier wird man ganz ähnlich verfahren , wie 
so eben. Man ersieht leicht, dass, da man — (k') benützend — dreierlei 
Wege einschlagen kann; und dann, wenn z, oder y, oder x ersetzt ist, doch 
je — wegen der bleibenden zwei — noch zwei, man im Ganzen sechs ver- 
schiedene Formen erhalten wird, deren Ableitung keinerlei Schwierigkeit 
hat, und deren Ergebniss wir nun noch aufzählen wollen , indem wir Obiges 
wiederholen. 

VI. Gesetzt, man ziehe aus (k) die (k') durch Elimination von o, v (w 
immer in der Bedeutung von so eben genommen) ; ferner ziehe man aus (k) 
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durch Elimination von u ans den zwei ersten, oder ans der ersten und dritten, 
oder aus der zweiten und dritten , indem auch v die andere der neuen Ver- 
änderlichen seyn soll, die im Nachstehenden zom Ziele führt: 

F(x,y,v,w) = 0, F 1 (x,z,t,w) = 0, F, <y, z, t, w) = 0, (K') . 

so hat man, wenn M durch (C) gegeben ist und J die Bedeutaug in (i) hat: 

wenn a", ß", a', ß', a, ß unabhängig von x und y aus 

f (x, y, a", a") = 0, f (x, y, b", |?") = 0; F (x. a', a', = 0, F (x, b', ß', w) = 0 ; 

a = *>(«,▼.*), b = e>(p,T,w) 

bestimmt werden können ; 

2) J = — f ft 8wf ß 6 t /^PMöu, (C.) 

J et" J et J et' 

wenn die Gränzen unabhängig von x und y aus 

f(x,y,a",a") = 0, f(x,y,b",|J") = 0; F(a,y,«,w) = 0, F(b,y,/9,w) = 0; 

a' = v,(«',v,w), b' = ? ,(^,T,w) 

bestimmt werden können ; 

8w/ 8v/ PM8u, (C,) 
a' J a" J a 

wenn die Integrationsgränzen unabhängig von x und z aus 

f(x,a',z,«') = 0, f(x,b',z,/*) = 0; F t (x,a".*",w) = 0. F t (x, b", w) = 0 ; 

a — 9> (c, v, w) , b = o>Q?,T,w) 

bestimmt werden können ; 

4) J=/ lJ aw/ |i 8Y/ ,|5 PM8u, (C.) 

J a' J a Ja" 

wenn die Integrationsgränzen unabhängig von x und z aus 

f(x,a',z,a') = 0, f(x,b',z,£')=0; F t (a,z,o,w)=0, F t (b, z,ß,y>) = 0 ; 
a" = 0 ( ff ", y, w), b" = 6 (/* ', t, w) 

bestimmt werden können; 

6) J = - PdwPdr f ß FUQn, (C 6 ) 

«/ « ./ et' ./ et" 

wenn die Integrationsgränzen unabhängig von y und z aus 

f (a. y» t, a) = 0 , f(b,y,z,/?) = 0; F, (a', z, et', w) = 0 , F, (b', z, w) = 0 ; 
a" = e<«",Y,w), b" = e(/9",y,w) 
bestimmt werden können ; 

6) J= f ß twf ß ivf ß FMQu, (C 6 ) 

Ja J a" J er 

wenn die Integrationsgränzen unabhängig von y und z aus 

f(a,y,*,a) = 0, f(b,y,z, < J)=0; F,<y,a",a",w) =0, F, (y, b",/f", w) = 0; 

a' = v ,(«',v,w), b' 

bestimmt werden können. 
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Inhalt krummer Oberflächen. 



VII. Beispiele wollen wir hier zunächst keine zufügen , da wir später 
dazu Gelegenheit erhalten werden. Wir bemerken jedoch hiezu nur noch 
das Folgende: 

Das Wesentliche bei allen obigen Erörterungen war, dass immer wieder 
die Ordnung der Integration geändert werden darf. Wie wir in §. 78 schon 
bemerkt, ist es denkbar, dass diess auch gestattet ist, wenn die Gränzen 
nicht konstant sind, so dass wir nicht kurzweg sagen können, es sey in die- 
sem Falle die obige Umformung nicht zulässig. Ja wenn wir zum Voraus 
wissen, es müsse das bestimmte vielfache Integral sich umformen lassen, 
indem man gewisse neue Veränderliche einführt, man auch aus andern Unter- 
suchungen die Gränzen des neuen Integrals ermitteln kann, so wird man die 
Formeln (A) oder (C) immerhin anzuwenden haben. Wir werden von dieser 
Bemerkung mehrfach Gebrauch zu machen Gelegenheit haben, sie auch später 
noch formlich erweisen (§. 168, II, III). 

Dass man für vier- und mehrfache bestimmte Integrale ähnliche Unter- 
suchungen anstellen kann, ist klar; doch wollen wir uns hierauf nicht weiter 
einlassen, da das Gesagte wohl genügen wird. Weitere Untersuchungen über 
bestimmte Integrale mögen späteren Abschnitten vorbehalten seyn. 

Die allgemeine Umformungsforrael ist im „Anhang" unter H, VI und XV 
abgeleitet. 

. §. 80. 
Berechnung des Inhalts 



Fig. 45. 



Oberflächen. 

I. Sey die Kurve MN die Projektion (der Gränzlinie) des zu berech- 
nenden Stücks der krummen Oberfläche auf die Ebene der xy, wobei wir 
voraussetzen , dass jedem Punkte innerhalb dieser Kurve auch nur ein e i n- 
ziger Punkt der krummen Oberfläche, in so weit sie zu berechnen ist, 
zugehöre. 

Durch Gerade, parallel mit den Axen der x 
und y, deren gegenseitige Entfernung bezüglich 
äy (parallel mit der Axe der Ox) und Jx sey, 
theile man die Figur (in der Ebene der x y) in 
lauter Rechtecke, wovon PQ eines ist. Die Fläche 
eines jeden dieser Hechtecke ist du dy. — In 
den Eckpunkten des Rechtecks PQ errichte man 
Senkrechte (parallel der z-Axe) und lasse sie 
enden an der Oberfläche, auf der hiedurch vier 
Punkte erhalten werden , die ein Viereck bilden können. Durch zwei ent- 
gegenstehende dieser Punkte lege man eine Gerade und ziehe ausserdem die 
vier Geraden, welche über den vier Seiten des Rechtecks PQ liegen. Hie- 
durch erhält man zwei ebene Dreiecke , deren Projektion auf die Ebene der 
xy das Rechteck PQ ist. 



9 

C 




k 
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Dieselbe Konstruktion vollfahre man für alle einzelnen Rechtecke und 
erhält dadurch über der Figur MN eine aus lauter- kleinen Dreiecken zu- 
sammengesetzte Fläche (Polyeder), deren Projektion auf die Ebene der xy 
eben diese Figur ist. Das Dreieck über PQ, dessen eine Spitze über P Hegt, 
ist in einer Ebene enthalten, welche durch die drei Punkte geht, deren 
Koordinaten sind: x, y, z; x + ix,y,z-f d x z; x, y -h z/y , z + z/ y z, wo mit 
J t z, J y z die Aenderungen von z bezeichnet sind, die man erhält, wenn man 
bloss x, oder bloss y sich ändern lässt. Diese Ebene macht mit der Ebene 
der x y einen Winkel, dessen Cosinus gleich 

A x Jy -1 



Jy) 1 ■+■ (J* J, z)* H- (Jy Az)>] 



so dass die Fläche jenes Dreiecks = \Axäy + (^)'+ (zi) J i8t ' 
Die Neigung der Ebene des andern über PQ stehenden Dreiecks ist um so 
mehr der eben bestimmten gleich, je kleiner Jx und Jy sind, so dass man 
beide Dreiecke um so mehr einander gleich annehmen kann, je kleiner dx, 

jy sind. Demnach ist ihre Summe == dx dy y £l ■+• 4- (^)*J* 

Addirt man nun alle diese (Doppel-) Dreiecke, nnd lässt in dieser 
Summe dx, dy unbegränzt abnehmen, so wird der Gränzwerth der Summe 
die gesuchte krumme Fläche geben, da dann der Polyeder sich in die krumme 
Fläche verwandelt (d. h. letztere die Gränze desselben ist). Da zugleich 

^ und ^jy sich unbegränzt den Grössen ^ , ^ genähert haben, so geht 

die fragliche Summe nach §. 77 und 78 in das doppelt bestimmte Integral 

f'dxfüy "^1 4- + über. Die Gränzen für x und y sind aus 

der Figur MN zu entnehmen. 

Ist also für ein beliebiges x (etwa Op) : pR = y t , pr = y, , wo y lt y, 
Funktionen von x sind, und sind x = a (OA) und x = b (OB) die äussersten 
Werthe von x, so ist die Fläche = 

/vy-a:r+a;)'a, 

Ganz eben so könnte sie auch gleich gesetzt werden 

wenn für ein beliebiges y (z. B. 0 q) : q S = x 4 , q s = x, , wo x t , x, Funktio- 
nen von y sind, und wenn die äussersten Werthe von y gleich a und ß (OC 
und OD) sind. 

Man kann auch Doch in einer etwas verschiedenen Weise verfahren. Die Fläche 
des einen der über PQ stehenden Dreiecke, dessen Endpunkte zu Koordinaten (x, y, z), 



Digttized by Google 



318 Iuhalt krumm» Oberflächen. 

(x -+- Jx, y, z ~\- J,z), (x, y-f- Jy t z-hJ,z) haben, isttV r [(Jx Jy)'-f-(Jy J,z) J 
-+- ( Jx J y z) 7 ]; die Fläche des andern, dessen Eckpunkte zu Koordinaten (x-h Jx, 
y, z-h J,z), (x, y-h Jy, z-+- J y z), (x-f- Jxj + Jy,z + J.j + ijZ-f J,i,z) 
hat, ist nach denselben Formeln — s V [(Jx Jy) 2 -h (Jy) 2 (J, z + J, i, z) 2 
+ (Ji) J (4z + J, Jyz) 1 ]. (wo J,J,z = ./,.i,z), d. h. gleich 



Lässt man Jx und Jy unendlich abnehmen., so werden die beiden Quadrat- 
1 + ( — J ■+- ( g- J so dass man die Flächen setzen kann : 

wo A und B mit Jx und Jy gegen Null gehen. Die Summe beider Dreiecke ist 
demnach 

wo C die Eigenschaft hat zu Null zu werden, wenn J x und Jy es werden. 

Die Summe aller Dreiecke ist, wenn durch Z' diese Summirung augedeutet wird, 



SS Ax Jy y 1 + + + SS C A x A y . 

Summirt man die zweite Grösse für ein bestimmtes x nach allen Werthen von y, 
so ist ZC Jx Jy = Jx27C Jy = /lxC l Ejy = JxC t (y^— y t ), woC, ein Mittel- 
werth zwischen allen C ist und also immer die Eigenschaft der C theilt; alsdann ist 
2ZC Jx Jy = 2C t (y, — y,) Jx = C 2 Jx = (b — a) C 2 , wo C 2 ein Mittelwerth 
zwischen allen C, (y ? — y t ) ist, welch letztere immerhin mit C, (d. h. mit Jx und 
Jy) zu Null werden. Also wird auch C, zu Null mit Jx und . Jy. Da obige 
Summe hiernach 

so wird ihr Grä-nzwerth, wo C, verschwindet, gleich dem Gränzwerth des ersten 

Theils derselben, d. h. gleich dem Integral JJ ^ 1 + + Co~j) öx Öy ' Die " 

ses ist somit der Ausdruck der zu berechnenden Fläche. 

II. Gesetzt die Gleichung der krummen Oberfläche sey auf Polarkoor- 
dinaten» statt auf rechtwinklige Koordinaten bezogen , und zwar seyen die- 
selben: die Entfernung r eines Punktes vom Anfangspunkt der Koordinaten, 
der Winkel ift, den r mit seiner Projektion auf die Ebene der xy macht, und 
der Winkel y, den diese Projektion mit der Axe der x macht, wobei r immer 
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positiv seyn soll, \p von — y bis H- — gerechnet werde , während g> von 0 

bis 2 n gehen könne, und im Drehungssinne : Axe der -h x gegen die der -f- y 
gerechnet werde. Alsdann ist 

t. = r cot y cos <p , y = r cos y sing», z — r tin y. 

Ist nun r als Funktion von tp und \p angesehen , so hat man (§. 69, 2) 

cos «// ^— cos — r sm y J 

Wir haben bereits schon gezeigt, dass in dem Ausdrück (a) die Ord- 
nung der Integration geändert werden kann; ferner ist klar, dass mittelst 
der neuen Koordinaten ein Element der Fläche ausgedrückt werden kann, so 
dass also nothwendig die Formeln des §. 79, 1 hier angewendet werden dürfen. 
Die dortigen u und v sind hier durch tp und xp ersetzt , während g> (u, v) = 

Tco8\pcos(p, xp{\x,\) = tco8xpsin<p, a\so^ = —rsinxpriny -h ^cosxpsintp, 

— r C08 Xp C08(f H- ^ €08 Xp 8in (p , ~ T8inifJC08<p H- ^ C08 xp C08tp t 

8« . 8r 8 «/ 8« 8«/ 8© . ✓ . 

^= -TC08Xp8in<p + -C08\pC08 r , ^ j-- - ^ ^ = 1' CM^I (r<M^ ~ 

^co*t//), so dass 
rco,v,(r,.«*-^o,*)8^ 

wo man das — Zeichen auch weglassen kann , so dass das Flächenstück = 



7/VG-;)H''HIO>-'* 8 * 8 '-- » 



* Diese Formel lässt sich leicht geometrisch ableiten , so dass -wir dadurch eine t h a t- 
säch liehe Bestätigung der Richtigkeit derselben haben. Wir wollen uns nämlich einen 
Punkt denken, dem q> und <p zugehflren und dann 9» und ip um die unendlich kleinen Grössen 
A tp, A y sich Andern lassen , so wird der Endpunkt des Fabrstrahls r anf der Oberfläche eine 
Flache beschreiben, die wir als auf der Tangentialebene liegend ansehen dürfen. Was nun 
die Projektion derselben auf die Ebene der xy anbelangt, so ist sie gebildet von der durch die 
Aenderung des ip.nm Ay> hervorgeb rächte u Verlängerung von rcosty, d. h. von A (r cos y>), wo 
nicht 9 sich ändert, und von der durch die Aenderung des e> um Atpin der Ebene der x y vom 
Halbmesser r cos <p beschriebenen Linie, die senkrecht auf der ersten steht und als gerad muss 
Die Fläche dieser Projection ist also, indem letztere Linie = rcosq> A<p : 



A (teostp) .xeosy Af — C^f eot ^ > — r ^ **" C °* * ^ 9 ' 
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worin r, ^ als Funktionen von <p und t// auszudrücken sind, während 

die Gränzen des Integrals den Bedingungen der Aufgabe gemäss zu be- 
stimmen sind. (Vergl. Anhang, unter jf.) 

III. Die Formel des §. 49 für Rotationsflächen lässt sich aus der Formel 
(a) unmittelbar ableiten. Sey nämlich y = f(x) die Gleichung der sich 
drehenden Kurve NN' (Fig. 32), so ist y* + z l = f(x) J die Gleichung der 
entstehenden Rotationsfläche, * somit : 

.^-fWf/riv + ^-O 8s_ f(x)f(x) 8z_-y 

i + (*±\+ f^Y= « , + y , -Hf(»)'r(K) > _f(i)'H-f(i)'f(») , _ f(i) , [iH-f(K) »] 
^ \Sx) UyJ z* f(x) ! -y l ~ fOO'-y» ' 

mithin, da die Gränzen von y sind — f(x) und +f(x) wenn man die halbe 
entstehende Fläche haben will, ist die ganze Fläche = 

y. j _ fW Vf«»- y » y. y- fW Vfw-y» 

Aber es ist 

also die Rotationsfläche = 

2uJ\(x)Vl +r (x)'8x, 

die Formel des §. 49, II. 



indem <4 (r eo* = ^j^— ^ * = ^^j— ^ Demnaoh ist die eigentliche Fläohe 
selbst 

I 5— co*V~ r«i»^ )r cotr(> dif> d<p . — — - v 

co#^^— cotip — rstnxpj 

U. dl. »ngefüg« 0««.= \/l + (~)V(^)'= ~ i«. 



wenn a den Winkel 



der Tangentialebene mit der Ebene der xy vorstellt. Daraus ergibt sich dann sehr leicht die 

' (b). 



* Dreht sich nämlich NN' nm OM', so beschreibt Q einen Kreis, dessen Halbmesser = 
PQ = f(x). Sind nun x, y, z die Koordinaten irgend eines Punktes dieser Kreislinie, also 
eines Punktes der entstehenden Oberfläche, so ist x = OP, wahrend PQ l =y 3 H-r* ist, so dass 
da immer PQ' = f(x)*, nothwendig für alle Punkte der krummen Oberflache die Gleichung 
f(x)' = y s + a* besteht. 
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§. 81. 

Beispiele za §. 80. 

t. In der Ebene der xz liegt ein Kreisbogen CB (Fig. 46), der an den Koor« 
dinatenaxen der x (AB) und z(AC) endet; längs desselben bewegt sich eine Gerade, 
die senkrecht auf der Ebene der x z steht und also eine ^ 46 

Zylinderflache beschreibt. Diese Zylinderfläche wird durch c 
eine Ebene geschnitten , die durch die Axe der z und durch 
die in der Ebene der xy liegende Gerade AD geht; man soll 
das Stück BCD derselben berechnen , das von dieser Ebene 
und den Ebenen der x y und x z eingeschlossen wird. (Kreis- 
förmiges Klostergewölbe.) 

Sey r der Halbmesser des Kreisbogens BC , «, ß die f 
Koordinaten seines Mittelpunktes (die gewöhnlich beide 
negativ seyn werden), so ist die Gleichung des Kreises und 
also auch der Zylinderfläche : 

(x _ a) . + (s _ Ä . = P . f r = ß + y t * - ( X _ a) \ |f = T . «^4==. |i = o. 

t)x y r J_( x _ a )i öy 

Die Projektion der Fläche auf die Ebene der xy ist das Dreieck BAD, und 

b 

wenn AB = a, BD = b , so ist die Gleichung der Geraden AD : y = — x ; also sind 

b 

die Gränzen von y für ein beliebiges x fc= AE): 0 und — x (= EF), während die 
von x sind 0 und a, so dass also die zu berechnende Fläche ist : 

8x 

Aber es ist, wenn man x — a = z, x = z -h «, — 1 setzt : 
yVr'-d-«)' /Vt'-.' yVr'-i 1 V 'S 

-+- Vr : — o 1 -+- « arc ^<w= a arc (/ tn= ' 

Ist nun s die Länge des Bogens BC, so ist (§. 47): 

, - A/l , (X ~ g)T ~ 8 x - r r^=J±= = r «r, f = 
S ~yoV 1H " i» -<*-«>» 8X -7oVr^Tx-a)* V. r y 

-4- r arc ^sin — -^-^ , 

x8x «/-; ; t /Ti 71 m , 



=V?^a* - Vr l - (& - «)* -+-«n- 



» 



oVr'-(i-«)' 
mithin die fragliche Fläche = 

Dieng-er, Differential- u. Integral-Rachnnnf. S.Aull. 21 
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Nun ist aber, wenn AC = h, für den Punkt C des Kreises : 

a»-+-(h-0» = r\ also r» — a» = (b — 0». - a* = h - ß , 

eben so für B: 

i*-ay + ß* = t\ T*-(&-a)' = ß\ VT : - (a- a)* = ±/J, 
je nachdem, ob 0 positiv oder negativ ist. Setzen wir ß negativ voraus, so ist 

Vr*-a»- V r r , -(a-a) t = h~/?4-^ = h, 

mithin die Fläche; 

^ h4 .^ i= l( rhH - tf8 ). 
a a a 

Fig. 47. II. Um den Anfangspunkt der Koordinaten 0 ist mit dem 

Halbmesser r eine Kugelfläche beschrieben ; man soll das über 
dem Rechtecke OC (Fig. 47) liegende Stück derselben berechnen, 



-S 
0 



wenn OA = a, OB = b ist. 

Die Gleichung der Kugelfläche ist x 2 -+-y 2 -f-z ? =r l , woraus 



4 3i 8z 8s . 8z x 8z y f 8 *Y-u 

(1?Y= i -f- ^ + L- = I-= r r , und da die Gränzen von y sind 0 und b, 
von x aber 0 und a, so ist die fragliche Fläche = 

Aber 



also die Fläche — 

r* s . b \ _ 

Ix. 



r f are (tin = --— - b - — ^ 8 : 



Um das hier vorkommende Integral zu bestimmen, setze man in der Formel (7) 
des §. 27 : 



(b N 8z , , 8y bx 
im = — — I , — = 1, also z = x, — = — = , 
Yt»—x*S ** 8x (r'-x^Vr»— b*-x' 

/are (sin = -7— b ^ 8 x = x arc f ttn = -— b ^ — b f- * 8 * . == . 

J (r'-x^Vr'-b'-x* J (r*-x l )\^r»-b l -x» J Vt*-)>'-x* b V 
■;- bX :^ — are (sin = —p-* ^ , f are (sin = ^ 8 x = 

(sin = -7=^=1^ — r aro f <a = . &t> H- b arc f rw — -— ^ ^ , 



a arc 

also die Fläche = 
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nrarc (tin = ——^ - — r 1 are ( tg = —7=^=^:^ -f- b rare (»in = . 

Daraus folgt, dass r 2 > a 2 -f b 2 seyn rauss, wie sich von selbst versteht, wenn 
über dem ganzen Rechteck noch Kugelfläche sich befinden soll. 

III. Durch die Kugel, deren Gleichung x 2 -+- y 2 -+- z 2 = r 2 ist, wird ein Zylinder 
gesteckt, dessen Gleichung x 2 — rx -+- z' — 0 ist; man soll das Stück der Zylinder- 
fläche, das innerhalb der Kugel, so wie das der Kugelfläche innerhalb des Zylinders 
berechnen. 

Die Kugel hat r zum Halbmesser und ihr Mittelpunkt ist Anfangspunkt der 
Koordinaten; der Zylinder steht senkrecht auf der Ebene 
der x z; * seine Grundfläche ist ein Kreis vom Halbmesser 

und dessen Mittelpunkt auf der Axe der x, in der Ent- 
fernung -|- vom Anfangspunkt ist. Der Durchschnitt der 

Ebene der x z mit Zylinder und Kugel bildet also die Fi- 
gur 48 , wo ABA'B' der um 0 mit dem Halbmesser r be- 
schriebene Kugelkreis, der um OA als Durchmesser be- 
schriebene Kreis aber der Durchschnitt der Zylinderflache 
ist. Die Axe der y liegt also auf dem Zylindermantel. 

Was die Projektion der Durchschnittskurve beider Flächen auf die Ebene der xy 
anbelangt, so erhält man ihre Gleichung, wenn man z aus den beiden Gleichungen 
eliminirt. Dadurch ergibt sich y 2 -r-rx=r 2 , eine Parabel, die durch die Punkte x=r, 
y = 0 und x = 0 , y = ± r geht (Fig. 49) , so dass EDE' 
diese Projektion vorstellt. Was nun das Kugelstück 
innerhalb des Zylinders anbelangt, so besteht es aus zwei 
gleichen Theilen, die sich im Punkte A (Fig. 48) berühren ; / 
der eine Theil liegt auf der Seite der positiven y, der / 
andere auf der der negativen y; ferner schneidet die / 
Ebene der x y jeden dieser zwei Theile wieder in zwei l 
Hälften , so dass man also bloss ein Viertel des Ganzen 
zu berechnen braucht. Die Projektion eines solchen Vier- \ 
tels ist in Figur 49 die Fläche DFEG, wo also die Grän- 
zen von y sind: VT 7 —rx (für D FE), Vr 2 — x 2 (für 

DGE), mithin, da ^ l ■+- Q£) + (|y) denselDen Werth hat wie in II, ist das 
Kugelflächenstück : 




2r* 



* Senkrecht auf der Ebene der xy kann man ihn nicht aufstehen lassen, da sonst in der 
Gleichung z nicht vorkäme, was doch die Forme) (a) verlangt. 

21 ♦ 
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Nun ist (§27): 

farc (,m = ^ ^) 8 x = x arc («« - y -f - • 

! y 0 r+x * 



2 



Setzt man x = z 2 , = 2 z, so ist, da die G ranzen von z sind 0 und Vr : 

o z 

= 2Vr 

also die Fläche: 2 r 2 ;r — T 2 n — 4r 7 -f- r 2 * = r 2 (2;r — 4) — 2 r 2 (?r — 2). (Vergl. 
§. 78, IV). 

Was die Zylinderfläche innerhalb der Kugel anbelangt, so wird sie von der 
Ebene der xy in zwei Hälften gethoilt, wovon DFEE'F'D die Projektion auf die 

, Öz „8z 

Ebene, der xy ist. Da aus x 2 — rx-f-z 2 = 0 folgt: 2x — r-h2z — = 0, ^ — 

LZ?. 5. = ---~ 2x - , ~ = 0 , so ist die fragliche Fläche : 
2z 2Vrx — x* 8y ' 



Vr» — rx Vr» — rx 

Jo J V 4(rx — x') y 0 2VxV^ :r x «/ 

-Vr^7x -Vr^Ti 

= 2 /" ' VrF^) 8 x = 2r ? = 4 r*. 

IV. Eine Kegelfläche , deren Axe die der z ist und' die durch Rotation einer 
durch den Anfangspunkt der Koordinaten gehenden Geraden, die mit der Axe der 
z den Winkel a macht, um die Axe der z entstanden ist, schneidet eine Kugelfläche, 
deren Halbmesser r ist, und deren Mittelpunkt der nämliche Anfangspunkt ist. Man 
soll das Stück der Kugelfläche innerhalb der Kegelfläche berechnen. 

Die Gleichung der Kugel ist x 2 -h y 2 -f- z 2 =. r 2 und also wie oben 

V 1+ Gx) + (c^) l== y?=rTp- Was die Kegelfläche anbelangt, 

wollen wir von einem Punkte (x,y,z) derselben auf die Ebene der xy uns eine Senk- 
rechte gezogen denken; die Länge derselben ist = z ; verbindet man ihren Fuss- 
punkt mit dem Anfangspunkt der Koordinaten , so ist die Länge der Verbindungs- 
linie = Vx 2 H-y 2 , und man hat offenbar: 

r r", - = cotga, also y J 4- x*= z'ty'a , 

V x* -+- y* 

als Gleichung der Kegelfläche. Die Projektion der Durchschnittskurve auf die Ebene 
der xy ist also 



so 
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(x'+ y') <1 -I- cotg l a) — r 1 , x'-+ y* = T l tin l a, 

ein Kreis vom Halbmesser r sin a, dessen Mittelpunkt der Anfangspunkt der Koordi- 
naten ist. Demnach ist die fragliche Fläche : 

-t- r »in a Vr*ain? a —x 9 
J J Y^—x 1 — y* 

oder wenn man r^iVia — a setzt: 



2 xfarc (sin = V ^r^) 8 x • • 



— » 

Sodann ist, wie so eben 

+ a __ + a 



— a — a 

v^yfe-- ->)A= ^'fe - «] «■ «• ™. 



+ a 



2X f are (* ,n ~ V^^fO 6 x = 2 r s »r - 2 r «\f r'-a* = 2 r 1 n (1 -co*a) = 4r 



die bekannte Formel für eine sphärische Haube. 

Will man ein Stück des Kegels berechnen, das innerhalb der Kugel liegt, so 
zieht man aus z l =(x 2 H-y I )co^ 7 « : z^ = xcotg 7 a, z^ = ycotg*a, ^^~cotg 2 a 

— I -+- co£a l a ;= -r~i — , also ist die Fläche : 
* sin' a 

«noy y «nay r tmaL 2 2 2 2J 



V. Ein Kreiszylinder steht schief auf seiner Grundfläche; es soll sein Mantel 
berechnet werden. Sey r der Halbmesser der Grundfläche, b die Länge der Zylin- 
deraxe, a der Winkel, den sie mit der Grundebene macht; fernerwähle man letztere 
zur Ebene der xy , den Mittelpunkt des Grundkreises zum Anfangspunkt der Koor- 
dinaten, die Ebene durch die Axe des Zylinders und die Axe der z zur Ebene der x z, 
so dass die Axe der x Projektion der Zylinderaxe auf die Ebene der xy ist. Was 
nun die Gleichung der Zylinderfläche anbelangt, so denken wir uns durch den 
Punkt (x, y, z) derselben eine Ebene parallel mit der Grundfläche, welche die Zylin- 
deraxe in einem Punkte schneiden wird , dessen Entfernung vom gewählten Punkte 
= r ist. Die Länge des Zylinderaxenstücks vom Anfangspunkt der Koordinaten 
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- 

bis zu diesem Durchscbnittspunkte ist ~— t so dass die Koordinaten des Durch- 

(ina 

schnittspunkts sind: .~cosa, 0, z, und man also hat: 

tina 

(z eotga — x) s + j l -h(z — z) 1 = r', 
d. h. die Üleichuug der Zylinderfläche ist 

(z eotg a — x)* 4- y * = r», zcotga = x± V** — 7*, 
wo beide Zeichen gelten, da jedes z die Zylinderfläche zweimal trifft. Man zieht 
daraus : 



r* — y* cot l a(t* — y*)' 

Sind AB, CD zwei Kreise vom Halbmesser r, ist die Entfernung 00' ihrer Mit- 
telpunkte — bcosa, so stellt Figur 50 die Projektion der zu berechnenden Fläche 
Fig. 50. auf die Ebene der xy vor, wobei 00' 

.-^L — — — r-- Axe der x » 0B der y ist - Dabei ist 

2J, W /£_ d \r AEBCHD die Projektion der einen Hälfte, 

~\ "l~ \ AGBCFD der andern. In diesem Falle 



E 



-dz v„ 



Ö~ ist es nun bequemer, die Formel (a') an- 

zuwenden. Für ein beliebiges y = OL 
sind die Gränzen von x 



für die erste Hälfte : — NL = — LM und LP = 00' — PQ = 00' — LM , 
zweite „ : -f- LM und LR = 00' -f- QR = 00' -+- LM. 



Da nun LM = Vt 7 — y ? und — r, -+- r die Gränzen von y sind, so hat man für 
den Zylindermantel: 

-fr beo tg— Vt*— y*_ + r b cot g 4 V r*~ y* 

I 

+ * b co» a — Vr^—P +r b cot a+Vt*— y* 

— Vf»-y» ~ r m Vi'-y* 

— r 0 

8y K 
Setzt man hier y = r«w»qp, g^ = rco«g>, so sind die Gränzen von q>: 0 und ^ 

und es ist die Fläche = 

n 

4rb j % Videos* a sin 1 v 
o 
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Gemäss §. 57, VII ist aber * T J* % Vi — cos 7 Qsin 7 q> 8g> der Umfang einer 

Ellipse, deren Halbaxen sind: r and rsincc, und da diese Ellipse die Kurve ist, die 
man erhält, wenn man den Zylinder senkrecht auf seine Axe durchschneidet, so folgt 
hieraus, dass der Zylindermantel gleich ist dem Umfang des senkrecht auf die Axe 
geführten Schnittes, multiplizirt mit der Länge der Axe. 

VI. Man soll die Fläche berechnen, die durch Rotation der Lemniscate (Fig. 25, 
S. 180) um BA entsteht. * Die Gleichung der Lemniscate ist r 1 = a 2 cos 2 <o = 

x* y* 

a 2 (cos 7 co — sin 2 o>) , also da r 3 = x 2 -+- y 2 cos 7 m = , t , sin 7 oj = - , , — , , so ist 

x ~t~ y x "r" y 

ihre Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten: (x 7 ■+- y 2 ) 2 — a ? (x 1 — y 2 ) folglich 

die Gleichung der Rotationsfläche, wenn die Axen der x und y bleiben (§. 80, III) : 

(x 1 -hy'H- «»)» = a»(x' - y l - **). 

Setzt man die oben erwähnten Polarkoordinaten, so ist : 
r 4 = a* r* (cot* tp cos* g> — cot * y tin' 9 — sin* q) = a* r* (2 cos* 9 cot* V — 1) , 

r* = a 1 (2 cot* 9 cot* — 1). 

Hieraus : 

r — = — 2 a * ttn 9 cot 9 cos * y, r 5-7 = — 2 a 1 cot * 9 cot v stn y , 
09 ety 

r* (j^) + r * co * 1 *P (j^) r * eo,i ^~ 4a * ** ni 9 cot* 9 cot* <p ■+■ 4 a* cos * 9 cos* ^ tin* y 

■+■ 4 a 4 cot* 9 cos* tp — 4 a 4 cot* 9 cot* ^ + a* cot* yt 

— 4 a 4 tin* 9 cot* 9 cot* «/> -f - 4a 4 cot* 9 cot* q> — 4a 4 cot* 9 cot* y -+- &*cot* 9 

— 4 a 4 cot* 9 cot* v — 4 a 4 cot* 9 cot* -f- a 4 cot* *f> ~ a* cos* tf/ , 

also 



Was nun die Gränzwerthe anbelangt, so sind die von <p, wenn man nur die 

n it 

durch AMB enstandenc Hälfte erhalten will, — und -f- ; die einem beliebigen 

qp entsprechenden Gränzwerthe von \p sind , wenn der Pol wie hier nicht im Innern 
des Körpers liegt, aus dem Kegel zu entnehmen, dessen Spitze im Pol sich befindet 
und der die zu berechnende Fläche umhüllt. Für unsern Fall ist derselbe enstanden 

durch Rotation.einer Goraden durch A, die mit AB einen Winkel = — macht, um 

AB. Da die Gleichung dieser Geraden y = x ist, so ist y 2 -f-z 2 =x 2 die Gleichung 
des Kegels, also wenn man die Polarkoordinaten einführt: cos 7 *p sin 7 q> -\- sin 7 ip 

=■ cos 7 \p cos 7 <f> , woraus sin 7 uV = cos 7 \p cos 2 uV , tg 7 xp = cos 2 <j> , tg tp = Vcos 2 qr , 
so dass die Gränzen von \p sind: -f- arc(tg = Vcos 2 qp), — arc (tg — Vcos2q>) und 
mithin die zu berechnende Hälfte: 



• Findet sich nach §. 49, III für r *=a» cot 2 *> gleich 4 K*n (j - cot = 2 a 1 « (2 - V2\ 
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, n + are(tg=z Vcott<P) 



— * —are(,tg~Veott9) 

Da nun Jcos \p 6 ty=sin ty, also das bestimmte Integral nach \p gleich sin arc (tg= 
V'eos2q>) ~ sin [— arc (tg =V cos 2 <f>)] — 2 sin arc (tg = Vcos 2 gr) , und allgemein 
sin arc (tg = z) = 77^= [§• 32, IV (f)] , so ist also die halbe Fläche - 

2a , / -r 1 — 4a' / 1/ — - — -— &>. 



t 

4 



Um das hier vorkommende Integral zu bestimmen , setzen wir cos 2 <p = u, 

b 9> 8 flP 1 

2 «in 2 ff' r- = 1 , x~ — — o - r- — - — » da «n 2 ff; immer positiv ist. Also ist 
7 ou o u ^ y i — u * 



u T l 8u 2 t 

Setzt man hier noch - — v % u = 1 + y * » ^ = (i^y , so ist 

7 V H-co«2 V ö * > " ,/i+2y !T, (1+t ! ) 1 / (H-2v»)(l-r-TV 
wobei nun die Gränzen von u sind: 1 und 0, also von v : QO und "0, so dass 

y V i +0M 2 9 8v -y o+2t*)(i+v») 



Aber 



/(1 + 20(1 + ^) ~f(jh^ 1 - I+kD 8 T = ° rtf <* = T) - 72 a " <* = V ^ 2) • 

t*8t _ff 1 ff _ (V / 2— 1) « 

(l+2v , )(H-? , )~" 2 1^2 2" ]/2 2* 

o 

also die halbe Fläche = 2a 2 7r^=^, die ganze 4>> ^ 1) =2a'a (2-/2). 
(Vergl. §. 160, II; §. 169,1; Anhang, unter «). 

§. 82. 

Rektifikation doppelt gekrümmter Karren. 

Soll man die Länge des Bogeos einer doppelt gekrümmten Kurve' be- 
rechnen, dessen Endabszissen (x) a und b sind , so wird man wie in §. 47 
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annehmen dürfen , dass Sehne und Bogen zusammenfallen , wenn beide 

unendlich klein sind. Da nun die Länge der Sehne =M dx % + dy % -h z/z' ist, 
wenn sie sich vom Punkte (x,y, z) zum Punkte (x -f- dx> y -f- dy, z -h z/z) 
erstreckt, so ist also, wenn da die Länge des sich zwischen denselben Pauk- 
ten erstreckenden Rurvenbogens ist : 

Gr- A * = =± i tgr A * -- ^ = ±1, 

woraus dann leicht folgt, dass die Länge des zu berechnenden Bogens = 



wo Itx' ^ die aus den zwei ^ le » cnun g en der Kurve gezogenen Differential- 
quotienten sind, und das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem der Bo- 
gen wächst oder abnimmt mit wachsendem x. In dieser Beziehung gelten 
überhaupt die in §. 47 schoo gemachten Bemerkungen. * 



* Man wird sich von der Länge eines Rurvenbogens immerhin den klarsten Begriff 
machen, wenn man denselben als Gränze der Summe aller Seiten eines eingeschriebenen (ge- 
radlinigen) Linienzugs (§. 47) ansieht. Sind die auf der z-Aze gemessenen Abstände der 
Eckpunkte des Zuges sämmtlich = A z (d. h. ist die Projektion aller Seiten auf die z-Aze 

gleich A z) , so ist die Länge irgend einer Seite = Ax ^/ \ -+- "+- » und da 

«. i5. 1, V^IW^m)'= V ■ + G4)'+ G0'+- - * — • - 

ist diese Länge — Ax ^1 + ■+■ + 0 Die Summe aller Seiten ist also, 

wenn wir d s Summenzeichen 2 gebrauchen : SAx ^ 1 •+■ (J-Q (jfy -+- 2o ^ x ' Der 

b 

Gränzwerth des ersten Theils ist (% r 39) J 3 z \ -f- Q + Q~) ♦ der de " * weiten 

i 

Theils aber Null (§. 7, IV). Demnach ist der Gränzwerth der Summe aller Seiten des Linien- 

* 

zugs, d. h. der Kurvenbogen = J ^ 1 4- + (|~) 8x ' Dass man in Bew K 



auf Bezeichnung diesen Ausdruck auch schreiben kann: 1 -+- (jjQ 4- <** oder 
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I. Man soll die Länge einer auf einen senkrechten Zylinder vom 
gewickelten Schraubenlinie berechnen. 

Die Gleichungen derselben sind x = r eos m , y = r*tn<», z — aro), wo a eine 
Konstante ist, und cd den Winkel bedeutet, den der vom Punkte (x, y, z) senkrecht 
auf die Zylinderaxe gezogene Halbmesser des Zylinders mit der Axe der x macht, 
wenn derselbe von 0 bis in's Unbegrenzte gezählt wird. Demnach : 

8y 8£ 

8y 8« reo« <9 8t 8» ar a 

8 x~ TT " ^Ttin a, ~ ~ cot 9 w ' ^ ~ Tx" ~ _ r „ nw ~ "~ * 

8 o» 8 Q) 

M^-i)'+G-:)'°» _ 

= r yV«« , « + w* , » + a , 8»-rVl+a*y8a) = ryr-l-a l », 

mithin wenn 0 und «o t die Gränzwerthe von <o sind, so ist die Länge des Bogens = 
rw, V r l-^-a 2 = ^-Vl-f-a 2 , wo z t die Ordinate des Endpunktes ist. 

U. Man soll die Länge des Bogens einer auf einen senkrechten Kreiskegel ge- 
wickelten Schraubenlinie bestimmen. 

Man kann sich die fragliche Schraubenlinie in folgender Weise entstanden 
denken. Eine Gerade, die durch den Anfangspunkt der Koordinaten geht, mache 
mit der Axe der x den Winkel a und drehe sich mit gleichförmiger Bewegung um 
diese Axe, während ein Punkt in derselben, der vom Anfangspunkt ebenfalls aus- 
geht, sich mit gleichförmiger Geschwindigkeit bewegt; alsdann beschreibt die Gerade 
die Kegelfläche, der Punkt die fragliche Schraubenlinie. Um die Gleichungen der- 
selben zu finden, beachten wir zuerst, dass die Gleichung der Kegelfläche ist y , -+-z , = 
x 2 tg 1 a (§. 81, IV) und diess die eine der Gleichungen seyn wird. Seyen nun x, y, z 
die Koordinaten des beschreibenden Punktes zur Zeit t, so wird, wenn c der Winkel 
ist, den die durch die Axe der x und die drehende Gerade gelegte Ebene in der Zeit 
1 zurücklegt, et der Winkel seyn, den diese Ebene in jenem Zeitmoment mit der 
Ebene der xy macht, wenn diese letztere Ebene die anfängliche Lage der beweg- 
lichen Ebene ist. Ist ferner a der Weg, den der beschreibende Punkt in der Zeit 1 
zurücklegt, so ist seine Entfernung vom Anfangspunkt zur Zeit t gleich at, und 
wenn man nun die bewegliche Gerade in dem Zeitmomente t auf die Ebene der y z 
projizirt, dabei voraussetzt, dass der Winkel c t in der Richtung von der Axe der y 
zu der der z gezählt wird, so wird c t der Winkel seyn, den diese Projektion , deren 
Länge = at«m« ist, macht mit der Axe der y. Daraus folgt, dass noth wendig 

T = atj/na eos (c t) ist. Da auch a t eos a = x , so ist t = — - — und man kann da- 
J &co$a 

her folgende zwei Gleichungen als Gleichungen der Schraubenlinie aufstellen: 

j = ztgaeos( ), i = xtoo»wi( — ), 
\*cosaJ * \*eo$aJ 

woraus von selbst folgt y* -4- z J = x 2 tg*«. Was nun den Quotienten y anbelangt, 
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so kann er in etwas anderer Weis^ausgedrückt werden. Sey nämlich x die Zeit, in 

2n 

der die Gerade eine vollständige Umdrehung macht, so dass also et = 2 ff, t = — , 

c 

% 

so wird der bewegliche Punkt in dieser Zeit den Weg at = — 2 n zurücklegen, und 

wenn wir diesen Weg mit h bezeichnen, so ist — In = h, — ^= ~ und es sind end- 
lieh die gesuchten Gleichungen : 

y = x*«eo,(^), z = ,^««„(^). 

Was übrigens h anbelangt, so ist es die Höhe eines Schraubengangs, 
d. h. die Entfernuug derjenigen Punkte , in denen eine Seitenlinie des Kegels (eine 
durch den Scheitel gehende, auf dem Kegelmantel liegende Gerade) die Schrauben- 
linie schneidet. Jetzt ist 

-f- — tgacotl — I — tgasini - I , 

ox \hcotay hcota * \.heo$aJ 

— = t a$in( 2ltX \ I 2ltX t acosf 2 ** ^ 



also wenn man die Länge der Schraubenlinie vom Scheitel (x = 0) an rechnet, bis 
zu demjenigen Punkte, dessen Abszissse x=x i , so hat mau für dieselbe: 

/Vh l -h4*'ty*ax* 8 x = I"-'- V^+^tÜ^Tz^ -+■ 

hcotaj o hco«al_2 T y 1 

h' f x^fffrtt-t-VVH^n'x.'^a Y] 

* 

2it tga 

d. h. wenn man zur Abkürzung — ^ — = k setzt, so ist diese Länge = 

-^-^1 + k'xJ 4- *(kx t 4-VlTk I x7 i ). 

2cosa 1 2kco«tt 1 1 



Für a = 90° wird die Schraubenlinie zu einer Spirale in der Ebene der yz, und 
wenn dann r, die Entfernung des Endpunkts vom Pol ist, so ist oben =r t , also 



2ittina x L 2nr. , 2« 2* 1 , 

kx t — — - — = — — , k co«a = und wenn — = — , so ist die Länge der 

Spirale : 

III. Man soll die Länge der Durchschnittskurre der zwei in §. 81 , III betrach- 
teten Flächen bestimmen. 

Die Gleichungen derselben sind x J -4-y l -t-z 1 = r l , z 2 -l-x l — rx = 0, woraus 

\r ; t/~^ 8» r— 2x 8y r 

folgt z = Vrx-x', y=VV^rx, - = -^== f - = --^==, 1 + 

r 8y Vi r 8,s V 1 , (r ~ 2x)l a r * I (r-2x)> r' _ 

Vex^^^ex^ - 1H ~4<rx-x*)" 4 "4(r*-rx)- 1 " h 4x(r-x) H_ 4r(r-x)~* 
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* * 

^— - — T — f "-- = ' y-^r; , mithin*} da die Durchschnittskurve durch 
4 x (r — x) 4 x (r — x) 

die Ebene der x y in Tier gleiche Theile getheilt wird, und die Gränzen von x für einen 

derselben sind 0 und r, so ist dieser vierte Theil — 

2 J V (7=x^ ÖX -^y V^xTr^O 

0 0 

Man setze hier x — Tcos 7 q>, was man darf, da x $Jq, so sind die Gränzen von 

7t o x 

(f'~2 una< 0, und es istg^= — 2 r sin (p cos <f> , also 

r 0 

— / „ , 8 x = — — / —= . = 2rginy> cosy P x = 

2 J Vx (r 5 - x«) 2 / Ä y r . * . r V 1 ~ "»* ? 

Jo V \ — COM' <p\ \ + C09 l 9 Jo J o 

n 

= r 1/2^ * VT^'iTiV y 8 

Diese Grösse ist aber (§. 57, VII) gleich dem vierten Theil des ümfangs einer 
Ellipse, deren Halbaxen rV2 und r sind, so dass also die ganze Länge der Kurve 
gleich ist dem Umfang dieser Ellipse. 

IV. Man soll die Länge der Durchschnittslinie der Kugel x 2 H-y 2 4-z 2 =a 2 und 

x* y* 

des elliptischen Zylinders ^ ■+- ^ = 1 (b 2 < a 1 ) berechnen. 

Man ziehtaus x 2 -h y 2 H- z 2 = a 2 , b 2 x 2 -4- n 2 y 2 = a 2 b 2 :y = ~ Vä^xT 



^- hi >V-x 2 ~ VV-x 2 , wenn a 2 - b l = e 2 . Daraus ~ = - 

o x 



aVa^x 1 ' öx ~ a^aCxi' + V8 x J \d x) ~ a'(a»-x l ) 



a 1 



Für den vierten Theil der über der Ebene der xy liegenden Durchschnittskurve 
sind die Gränzen von x:0 und a, so dass also derselbe = 



f* 6x _art 
* o 



mithin der über der Ebene der xy befindliche Theil — 2 äff, d. h. gleich dem Um- 
fang eines grössten Kreises der Kugel. 

V. Wollte man bei diesen Aufgaben die Polarkoordinaten des §.80 
einführen, so müssten etwa r und xp als Funktionen von <p betrachtet werden, 
und man hätte 
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wo nun 

8x 8r 8y 

— - = — cot ycos<p—rtvnyco$<p- r cot tysinv, 

8y 8r - . . . dty , 

— — ' cot »/; sinq> — r nn ysmy- \-rcot\pcot<p, 



8z _8r . , _ 8^ 

also 



— = — tmy + rcoity — , 
8fl> b<p cg> 



so dass, wenn <p 0 , y t die Gränzen von <p sind, die Länge xies Bogens = 

wo nun r und xp durch y vermöge der Gleichungen der Kurve aus- 
zudrücken sind. 

Meistens werden diese Polarkoordinaten mit Vortheil dann angewendet werden, 
wenn die Kurve , deren Länge berechnet werden soll , auf einer Kugel liegt , da in 
diesem Falle r konstant, gleich dem Kugelhalbmesser, ist. Alsdann ist die Länge = 

'/V Gl)' - 

wo r den Kugelhalbmesser bedeutet. Wollte man hiernach etwa die Aufgabe IV 

a s b 2 
lösen, so wäre r=a, und co^ty cos 2 <r* + ^cos 2 \prin 2 <f\=l,cos 2 \b~ — j— r-; — — ■ — =- , 

8 tp_ b , (2tL 2 ting>cot y>—2b l tin^ coty) , 8«/'_b*(a 3 — b l ) $inq> cot<p 

-Zttnycoty — - (aWv + bWy) 2 ' * 8», ~ (IW^b^V)«' 

V8«py (a 2 *w 2 y -t-b 2 eo* 2 p)* * l tm* g> -hb* cot* q> 

— e 2 *tn 2 g> . , , b 2 e**m 2 g> 

~a ! «n 2 <p + b 2 *>,V **" * ' (&*sin l 9 > + b i c~oVri i ' 

/ 8»V b 2 e 2 < ?o * 2 y f 8 »V i _ b 2 (a*nn 2 y + b 2 co< 2 »)-l-b 2 e 2 co< 2 y _ 

~~ (a ^ «nVhbW^ P ) 2, VW *~ (a 2 «V v + bW*) 2 ~ 

a 2 b 2 a/b 

(aW<p + bW*) 2 ' V ' *~aW,, + bWV 

also da für den vierten Theil der Kurve die Gränzen von <p sind 0 und ^ , so ist die 
Kurvenlänge : 

4a*b/ \, . , 8 * , =4a'b/ ? , 8 .» , = *g *-2a«(M3,VII). 
y o a*«i» 2 ¥>4-b*c0*> a 2 — e 2 «>* 2 *> ab 2 



Digitized by Google 



334 



Berechnung von Kflrperinhalten. 



VI. Die Kugel x 7 -f-y l -+- z 7 = b 7 durchschneidet die Fläche (x 7 -+-y 7 H-z 7 )* = 
a'x 7 -+- b 7 y 7 -«- c 7 z J , wo a 7 > c 7 ; man soll die Länge der Durchschnittskurve 
berechnen. 

Führt man Polarkoordinaten ein, so ist r = b, also b 7 = a 7 co« 7 cos 2 q> ■+- 
b 7 cos 2 UV sin 1 q> c 7 *m* UV , b 7 — c 7 = cos 2 (a 7 cos 2 <p -4- b 7 sin 2 q> — c 7 ), cos 2 = 

; . n — ■—■ C -. s~r-j- , so dass wenn a 7 — c 2 ^ e 7 , b 7 — c 7 = e 7 , cos 2 uV — 

(a l — c*) cot 1 v + {h l — c , )«nV 

1 1 / 8 fV ? e 6 

-. — ; — ; — t~~T> woraus wie oben V r -+-c(w 7 t|>= , , . . , , also 

da für den achten Theil der Durchschnittskurve die Gränzen von <j> sind 0 und -g » 
so ist die Kurve = 

8 b e . / V-T^jh- - = 8 * • * r^T^. v - ^r- (§• 42, IV) 

= 8 b e • / * — r — r~t~~^~ t\ t = 8 b V^V-c 1 ) (b 1 -^~c T ) / * , — T * 

Jo e 1 — (e*— e0«o* 9» Jo a'— c 1 — (a*— b 1 )«»* <p 

= 8b W- c ; ) (b'-c^j je 
^^TTcl Vb^» 2 

d. h. gleioh dem doppelten Umfang eines grössten Kugelkreises. 

§.83. 

Berechnung von Kflrperinhalten. 

I. Soll man den Inhalt eines beliebig begränzten Körpers suchen, so 
wird man durch Ebenen , die parallel gehen mit den Koordinatenebenen der 
xy, xz, yz denseben in Prismen zertheilen. Sind die betreffenden Ebenen 
in je gleichem Abstände und zwar die mit der Ebene der x y parallelen in 
dem Abstände dz, die mit der Ebene der xz parallelen in dem Abstände dy, 
die mit der Ebene der yz parallelen in dem Abstände dx, so wird der Inhalt 
eines solchen Prismas = dxdy dz seyn. Je kleiner nun dx, dy, dz sind, 
desto mehr solcher Prismen werden sich im Innern des seinem Inhalte nach 
zu berechnenden Körperraums befinden, so dass, wenn wir dx, dy, dz un- 
endlich abnehmen lassen, diese Anzahl immer grösser wird. Allerdings 
werden durch die gezogenen Ebenen im Innern des Körpers nicht lauter 
Prismen gebildet werden, vielmehr an den Begränznngen hin unregelmässigere 
Körperstücke entstehen; je kleiner aber dx, dy, dz sind, desto kleiner 
werden auch diese unregelmässigen Stückchen werden, so dass, wenn man 
dz, dy, dz schliesslich als unendlich klein ansieht, dieselben um den 
Körper herum eine unendlich dünne Schichte bilden werden, deren Inhalt 
mithin verschwinden wird. Wir haben demnach das Recht zu sagen, der zu 
berechnende Körper bestehe bloss aus den unendlich kleinen Körperelementen 
du dy dz, deren Summe also den gesuchten Inhalt ausmacht (d. h. letz- 
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terer sey die Gränze , der sich jene Summe nähert). Was nun die Begrän- 
zung des Körpers anbelangt, so wollen wir uns (Fig. 45) auf der Ebene der 
xy einen senkrechten Zylinder errichtet denken, dessen Grundfläche MN sey, 
und das Körperstuck berechnen, das innerhalb der Zylinderwand und Stücken 
von gegebenen krummen Oberflächen liege, die den Zylinder durchschneiden. 
Sind nun z e , z t die Werthe von z als Funktionen von x und y, wie sie der 
unteren und oberen dieser krummen Oberflächen innerhalb des Zylinders zu- 
kommen, so wird die Grösse 



Ax Jy J*d z = Jx Jy (i t — z„) 



die Summe all der unendlich kleinen Prismen ausdrücken, die über dem un- 
endlich kleinen Rechtecke PQ stehen, wenn x, y die Koordinaten vonP sind. 
Also wird, wenn y 0 , y t die als Funktionen von x gegebenen Werthe von pR, 
pr sind, die Grösse 

To *» 

« 

den über dem unendlich schmalen Streifen Rr liegenden Körperstreifen aus- 
drücken; endlich, wenn a und b die äussersten Werthe von x(OA,OB) sind, 
so drückt 

b y» ti 

fitßrß. 

a ye «o 

den gesuchten Körperinhalt aus. Dass man bei der Summirung keineswegs 
die eben eingeschlagene Ordnung einhalten muss, ist wohl klar, so dass die 
Ordnung der Integration eine willkürliche ist. Eben so wird man unschwer 
einsehen, wie man sich in verwickeiteren Fällen zu helfen hätte. 

IIÄFührt man statt rechtwinkliger Koordinaten die bereits in §. 80 an- 
gewendeten Polarkoordinaten ein, wo nun r, g>, tp die drei neuen unabhängig 
Veränderlichen sind, so ist in §. 79, V: g> = rcostpcostp, xjj = r singt cos tp, 
G~Tsinip, u=r, v = y, w = tp, also: 

8 v 8 <p . 8 9 8«» 

— = eoi<pect y, — = — T*tnoeot^, ~ = — teo$9tintp, = nn 9 co$ y , 

0 U CV OW 011 «, 

8<f/ 8y 80 80 Ä 80 

^ = rMi9Wf, -- = - inn<pttn y,— = „„,,,, — = 0, — = rco»ip; 

woraus dann M = r* costp, demnach: 

yyy*8x8y8s= fj*fx % co»*ZT* 9 S*, 

wo nun die Gränzen des neuen Integrals den Bedingungen der Aufgabe ge- 
mäss zu wählen sind. Liegt der Pol im Innern eines allseitig geschlossenen 
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Körpers, so sind die Gränzen nach r:0 and r, wenn r jetzt die aas der in 
Polarkoordinaten gegebenen Gleichung der begränzenden krummen Oberfläche 
gezogene Funktion von q> und ip ist, die dort mit diesem Buchstaben be- 

zeichnet wird; die Gränzen von xp sind — — und 4- y, von <p:0 und 2n, 

so dass also dann der Körperinhalt = 



u _£ o * o - £ 



ist. 

III. Es Iässt sich von der eben gefundenen Formel eine geometrische 
Ableitung geben, die wir hier beifügen wollen, da sie die Anstände beseitigt, 
die eine Anwendung der Formeln des §. 79 haben könnte. Denken wir uns 
nämlich im Innern des zu berechnenden Körperraums einen Punkt, dessen 
Polarkoordinaten r, <jp, xp seyen, ziehen den Fabrstrahl r nach dem Pole; 
projiziren denselben auf die Polarebene (Ebene der xy), so wird die Projek- 
tion mit der Axe der x den Winkel <p , so wie mit r den Winkel xp machen. 
Wir wollen uns nun r um z/r verlängert denken, so wie r selbst sich um den 
Winkel Jip gegen die Axe derz sich drehen lassen, so dass also r nicht aus 
der durch r und die Projektion von r gehenden Ebene heraustritt. Alsdann 
wird, wenn z/r, Jxp unendlich klein sind, z/r ein Rechteck beschreiben, 
dessen Seiten z/r und r dxp> dessen Inhalt also = r Axdxp ist. Lässt man 
nun die Ebene, in der dieses Rechteck sich befindet, sich drehen um die Axe 
der z und zwar den Winkel z/<p durchlaufen, so wird, für ein unendlich kleines 
z/9, das Rechteck ein Parallelepiped beschreiben, dessen Grundfläche eben 
jenes Rechteck, dessen Höhe aber = r cos xp J <p , so dass sein Inhalt = 
r J coaxp z/r dxp z/<p ist. Dieses ist nun ein Körperelement und durch Sum- 
mirung all der Körperelemente erhält man den Körperinhalt, wodurch dann 
obiges Integral wieder zum Vorschein kommt. (Vergl. Anhang £, I.) 

§•84. * 
Beispiele zu §. 83. 

I. Man soll den von dem dreiaxigen Ellipsoide (§.51, 1) umschlossenen Körper- 
raum berechnen. 

x l y 1 z s 

Die Gleichung des Ellipsoids ist ^- 4- ^ T -h ^- =z \ , und es wird von der Ebene 

x 3 y* 

der xy in einer Ellipse geschnitten, deren Gleichung tt H- fr = 1 ist. Demnach, 
wenn man die über der Ebene der xy stehende Hälfte erhalten will, ist z 0 = 0, z, = 

■%[ y^ x 1 y* 

c y 1 — ^7 — ^1 ; ferner ist die Gleichung der Kurve MN (Fig. 45) jjj ■+- ^7 = 1 ; 

also y 0 — — b ^/ 1 — ~ , y t = b — ~i und die Gränzen von x sind — a und 
-f- a, so dass die fragliche Hälfte = 
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Hätte man die obigen Polarkoordinaten eingeführt, so wäre 

t* cos* cos* 9 , x* cos* y sin* 9 r*sin*y 
? + ? + — — -1. 

. a , b*c* 
r' = 



b % c* cot* cot* g>-t-** ^cog'ty sin* 9 -h a l b* sin'y ' 
demnach ist 

i./eV +f r=4'abc Ät 



2 

d. h. man hat: 



% _* [b*c , ^ , *eo»** + a*e , *o« , ¥#iVf>H-a»b»*m»*]* a,bIc * 

2 

ein Resultat, auf das wir später wieder zurückkommen werden. Setzt man übrigens 
b 2 c 2 = a 2 , a 2 c 2 = |3 2 , a 2 b 2 = / 2 , und a, ß, y positiv, so ist a 2 b 2 c 2 = ctßy, also 



/*>/' 2 ■ eot * u ' r =** . 

% _ * [a*co8*yco8*9 + ß t cos*ysm*9 + y l *in*yy a ^ 

II. Man soll den durch Rotation einer Lemniscate (§. 81, VI) entstandenen 
Körper berechnen. Derselbe ist: 

+ 1t +are(tos=Veo»2<P) 

— / 8 9 I a' (2 cos* 9 cos* —1)5 cos i// 8 tp . 

-■f -arc(tg=Veos29>) 

üm dieses Integral zu bestimmen , setze man sin = x , cos xp ~ = 1 , cos 2 ^ 
= 1 — x 2 und hat 

J*(2eos*9Cos*if>—l)*eosipbv= J*(2 cos z <p — 2x*cos'"9 — 1)* 8x 

Cr o ot » \io x {cos 2 9~2x* cos* 9)^ 
=J(cos29> — 2x*cos*9) x bx—— — — 

l"^j(oo$ 2 9 -2x* cos* 9V 8 x (§. 33, 1) = 



Di«ng«r, Differemti»!- n. lBte;nl-R«cbnnnr. t. Aull. 



* 
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_ x(co«2» — 2x i oo« l f>)' 3co«2g> (co«2g> — 2x*co«'»)»x 
~ 4 + 8 
+ 3co«'2g> r 8x 

8 J (eoa2 9 >-2x i cot t 9 )l 

_ x(co«2y — 2x*co«'9>)» 3co«2» (co«2g> — 2x > co«'y)*x 
~~ 4 8 

8V2eo#9> V v cot2q>J 

also da x = «mtl/: 

« i 

y* . , ,.3 . wn^(2co«Veo**V— l) 1 3tfo*2g)«ini/;(2co*Vco* l V^— 1)* 
(2 co« V co« 1) 1 <ro* V 8 * = ^ 1 g — - 

3co«'2p ( . co$9.V2\ 

+ arc I *»n = «tny —7 x — I • 

8V2co*»> V V com2 9 J 

Da ferner sin arc {tg — V cas2q>) — ^ cot29> = ^ c03 aro ^ t g = y eos 2qi) = 

V 1 -+- co« 2 9 

1 - « . , n x co* l 9» co« ( 9 1 „ , 

^==, co.>c^arc(^ = Vco.2 V )= lH _ cojt29> =2^=2, 2 co,* 9 

«w 2 arc(ty = V r co*2<)tt)— 1 =0, so ist 

+ are(tg=V eot2 9) 

y' , , » . 3co«*29> z' . 1/ eo$2q> eo$q> ,, n \ 
(2co«W*-l)' «»♦8* = i7 ^ar.^ = y T+^'ySS^V 

— arc(ry =Vco* 2 1P) 

3 Co« 1 2 99 V . co«p , _\ 3co«'2p , . 

= — — — — arc[ ttn = — — — V2 1 = 7-77; arc (**n = 1) 

*V2coi9 V Vl-+-co«2*. -/ 4V2co«9> 



__ 3co«»2» 
~~ 8/2. co«**' 

also der Inhalt: 
4V2 a ' 

4~ — T 



4 

= 4V2Le Vä + 3 V2- 8 V2j + 4T2L^(4- t -8)- i ^CT-T)J 

— 

«»' «a« / 8 _ «a 1 ./ 3« *\ «a» *a' .Z' , , «\ 

9 ~8 



, , 1 "f- CO* — . , _ _ 

*a* *a* 4 na* , f 1 , n ,. /t> . 11 

~ T = 4V2 1 " "e" = a ff L2?2 1 (1 + V2) - Tj • 

(Vergl. §. 50, VI.) 
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Fall, da die ra integrirende Grösse zum Theil imaginär wird. 339 

III. Ein senkrechter Kreiszylinder wird mit einer Ebene, die durch einen 
Durchmesser seiner Grundfläche geht, und mit letzterer den Winkel « macht, ge- 
schnitten. Man soll das Körperstück berechnen, das dadurch yom Zylinder abge- 
schnitten wird, wenn r der Halbmesser des Zylinders ist. 

Nimmt man den Mittelpunkt der Grundfläche zum Anfangspunkt rechtwinkliger 
Koordinaten, den fraglichen Durchmesser zur Axe der y, die Grundfläche zur Ebene 
der xy, so ist die Gleichung des Schnitts: z = xlga, und es sind die Gränzen ron 
z:Oundxtya, ron y : — Vr % — x 2 und Vr 2 — x 2 , Ton x:0 und r, so dass der 
zu berechnende Körper gleich 

r -r-Vr'-x» xtga r +Vr'-x' r 

fbxj%j J^i — tgaJ^x J*%y = 2tga jx^x 1 —^ 8x = -|r 3 ty< 

0 -Y^> 0 0 _VrW> 0 

2 , 

Dabei ist rtga die Höhe des Körperstücks, so dass letzteres = yrh ist, wenn 
man mit h die Höhe bezeichnet. 

Fall» da die zu integrirende Grösse znm Theil imaginär wird. 

IV. Es kann sich ereignen, dass bei der Berechnung eines Körper- 
inhaltes (überhaupt eines bestimmten Integrals) die Gränzen für die Berech- 
nangselbst sehr unbequem gewählt werden müssen, dass aber, wenn man 
etwa weiter gehende Gränzen nähme , die Rechnung sehr erleichtert würde. 
Natürlich erhält man auf diese Weise nicht den gesuchten Werth; ist man 
aber im Stande, nachträglich das auszuscheiden, was zu viel erhalten worden, 
so ergibt sich der richtige Werth unmittelbar. Dieses Ausscheiden wird 
dann immer leicht seyn, wenn für alle Werthe der Unabhängigen, die zu 
viel eingetreten sind, die Elemente des bestimmten Integrals rein imaginär 
(d. h. von der Form b i) sind, während sie begreiflich für die übrigen Werthe 
reell seyn müssen. 

In diesem Falle erscheint dann der gefundene (unrichtige) Werth unter 
der Form A + Bi (§. 4), wo A und B reelle Zahlen sind, und es ist A der 
wahre Werth des Integrals. Wir wollen diess durch ein Beispiel erläutern. 

Es soll ein Stück eines dreiaxigen Ellipsoids berechnet werden (Nr. I), das be- 
grenzt ist ron der Koordinaten-Ebene der x y, der der x z und einer Ebene, welche 
durch die z-Axe geht und die Ebene der x y in einer Geraden schneidet, deren Glei- 
chung y = m x ist (m > 0 rorausgesetzt). 

Wie in I handelt es sich hier um das doppelt bestimmte Integral 



dessen Gränzen nach x und y aus der Projektion des fraglichen Stücks auf die Ebene 
der xy zu ermitteln sind. Diese Projektion ist ein elliptischer Ausschnitt, begrenzt 
von der x-Axe OC (Länge = a), der Geraden y = mx (OA), und dem elliptischen 
Bogen zwischen beiden Geraden. Für alle Punkte innerhalb dieses Ausschnitts ist 
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Beispiel. 



x * y* i / x* — v 7 

bekanntlich ^7 + gr < 1 , also y J — — — ^ reell (positiv) ; geht man aber über 

den begrenzenden elliptischen Kogen hinaus , so wird ~ -f- £ > 1 , also 
* . o 

1— a 1 " - b* re,n «maginär (d. h. yon der Form Mi, wo M reell). 



Fi 9 . 51. 




Wollte man die Gränzen bloss innerhalb 
des fraglichen Schnittes angeben, so müsste 
man nothwcndig das Integral in zwei theilen 
und, zwar wenn AB parallel der y-Axe, für die 
Punkte im Dreiecke OAB, und die im Abschnitte 
ABC. Was den Punkt B anbelangt, so ist 

ab 

seine Abszisse (die Ton A) gleich 



in OAB ist y = mx, in BAC aber y=b "yl— ^ (da die Endpunkte in AC liegen). 
Demnach wäre der fragliche Körperraum, wenn 



ab 



= a : 



bVi-jf 

0 0 a 0 

Statt nun aber diese beiden Integrale zu berechnen , wollen wir OA verlängern bis 
zum Zusammentreffen mit der auf OC Senkrechten CD und die Gränzen auf das 
Dreieck OCD ausdehnen. Für die Punkte in ACD ist, wie wir schon gezeigt, das 
Integral rein imaginär. Daraus folgt, dass wenn man die Grösse 



(b) 



o o 

unter der Form M -h N i ermittelt hat, M der verlangte Inhalt ist. 
Setzt man (§. 79, IV) y = x z , so ist die (b) ; 



c 

'o 
Aber 



/ 6 '/"^'-^ 8 -='Ä/Y>-(^p)^'- 



['-(^p>'] { 



— ,+ 
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Differenzirung bestimmter Integrale. 341 
Daraus folgt, dass (b) gleich ist: 



/m /» m 

8 z a'ei / 8t 

1 z 1 "*" 4 b J / l" s» f 



wovon der zweite Theil zu verwerfen ist. Der gesuchte Körperinhalt ist also 



/»m 

/ 8z abc { am\ 



Für m = aß muss man den achten Theil des Ellipsoids erhalten. Der obige Ausdruck 
gibt dann aber * g" , wie verlangt (Nr. I). * 



Vierzehnter Abschnitt. 
Weitere Untersuchungen über bestimmte Integrale. 

§. 85. 

Difterenzirnng bestimmter Integrale. 

I. Das bestimmte Integral /f(x)3x hängt bloss von den Werthen 

von a und b, so wie den etwa noch in f (x) vorkommenden Konstanten , be- 
greiflich aber nicht von x ab. Gesetzt nun, a und b seyen Funktionen einer 
Grösse a, die etwa auch noch in f(x) vorkomme, was wir dadurch anzeigen 
wollen, dass wir f (x, a) für f (x) schreiben , so ist natürlich das bestimmte 

Integral J* f(x,«)3x eine Funktion von er, und es kann uns die Aufgabe ge- 
stellt werden, den Differentialquotienten dieser Grösse nach a zu bestimmen. 
Sey nun 

j (x, a)8x = F(x, «), also f[i{*>«) 8 x = F (b. a) - F (a, a) , 

so ist (§. 15): 



d /\^fi,- 8F(b ' o)ab 
— y 4 f ( ,,„)e*_— — - 



8 F (b, a) _ 8 F (a, q) 8a _ 8F(a, a) 
8o 8 a 8o 8 a 



* Man vergl. hiemit: Raabe, mathematische Mittheilungen, IL Heft, S. 81 ff. 
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342 Beispiele. 
Nun ist aber 

ö Z 

demnach ist 

«Hb.«).,. öF(a,«)_ 
— 8 b — — — 8 a — ~ 

Was ferner die Grösse 

8F_(M|) _ LL^) = e[F(b t c)-F(a t a)3 
ß« 8a ba 

anbelangt, so ist sie gleich dem partiellen Differentialquotienten von 
f f (x, a) 3 x nach a, wenn man dabei a und b als unabhängig von a ansieht. 
Derselbe ist = 



/ f(x,a-+- J«)8x — /f(x,a)8x ~ 
Ja y . 

so dass endlich 

8 b 8 a 

Sind b und a unabhängig von «, so sind — , ^ Null u. s. w. 

Beispiele. 

■ 

II. Der Satz (43) ist eine fruchtbare Quelle für Bildung bestimmter Integrale. 
So ist (§.43): 

e~ • x sin (b x) 8 x = a ~ , / ^ e~ " cos (b x) 8 x = >> + b> \ a >0. 
Hieraus folgt durch n malige Differenzirung nach a : 

yp e -., e<) , <bl ) 8l=( - 1 ).^(- r ^ i ). 



Die hier vorkommenden Differentialquotienten lassen sich leicht bestimmen. Es 
ist nämlich, wenn wie immer V — 1 = i : 

._!_=_ J_r_J L_l 8 " ( 1 ^ = 1 f( ir 12 -' n 

a l -+-b* 2bi La-J-bi a-bij* 8a» Va'-f-bV 2bi L V ' (a-r-bi)»+* 

(-DM.2...« L/_ n n, o n r(a- bi)»^-(a+bi)"^ "I 

(a-bi)»^ - 2bi l l) 1 " i - n L (a^PF^ _T 

so dass , wenn a -+- b i = r (cos (f) H- i sin <f>) , also a — b i = r (cos <p — i sin<f>) 
(§.4, III), man hat : 
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(»+bi) n+, = r" +l [co«(nH-l)*4-ifm(n-r-l)*»], (a — bi) n+1 = r n+l [eo$ (n-+- 1)* — 

i«n(m-l*], ^-r-by+^r 1 ^», 

(a—bi)»- 1 - 1 — (a-r-bi)"* 1 _ <tn(p-H)9> f 8" f b N 1.2...n««(«-H)» , 

2bi(a , H-b*) a ^ 1 — br«+* ' * ' 8a" VV+bV r°+» 

Eben so 

,_ lV> J^_ ( a ^ _ (-D B 8" r 1 1 -|_ 1.2...n C( ><(n+l)y 

1 8 a" VV + bV 2 8a» La + bi a-bij r»-> 



- 1.2...n««(n-r-l)* /** . 1.2..ntt>«(n + l«> . v 
x- e— *m(bx) 8 x = — , J x° e— 1 co$ (b x) 8 x = (a) 



b & 

a 3 H-b\ *m v = — , co$9 = — , a>0. 
r r 

Ferner SÄ (§. 43): 

y u 8x * 

o a 3 -+-x* 4a " 

Hieraus folgt, wenn man nach a differenzirt: 

2a 8 x J___ jt_ f* 8x « J__J_/^_A /. x 

./o (a , +I , ) ,+ 2a , 4a 3 ' /<> (aM-x 1 ) 1 8a 3-, ~4a 3- 4a 3 V 2 1 J' w 

Es rersteht sich hiebei von selbst , dass in dem Satze (43) alle vorkommenden 
Grössen bestimmte endliche Werthe haben müssen, wenn er gelten soll. 

_ /"* tin b x „ 

Das Integral / 8x. 

J o x 

III. Man hat, wenn a und ß nicht negativ: 

y^Sx / V"«n(bx)8a = / *8a f~ s -"#m(bx)8x. 
o J a J a J o 

Da aber 

y g e-"«»(bx)8a= ^ . *m(bx), ^ e~"«n (bx) 8x = -j-^-.. 

so ist also 

Setzt man hier etwa a = 0 , ß = 00, so ist für b > 0 

ein wichtiges Resultat, das wir sogleich noch in anderer Weise nachweisen wollen. 
Man hat 



/ao /»» /»ae /»je 

8x / e-*'wnx8y = / 8y / e'^i/mer. 



Aber 
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344 Doppelintegrale. 

//' «'«x.e -1 ' 
e-*>sinxlöy = iinxf6-*'8y = 

also da für y QC und positivem x : e~ 1 7 = 0 : 

e- ,y «nx8y = . 

o x 

Ferner (§. 43): 

/„"~ ,7 ' inx8x = TT7 ; 



demnach ist 



y** «nx8x _ /*- _8y_ = «. 
o x y 0 H-y* 2 ' 



8x 

Setzt man hier b z für x, also ^ = b , so sind für b > 0 die Gränzen von z : 0 
und QO, mithin (§.42) 

o x ~ / o y o * *' 

d. h. es ist auch : 

Bestimmte Doppel integrale. 
IV. Hat man das bestimmte Doppelintegral (mit konstanten Gränzen) 

J\* yJf(x,y,a, i ?)8 y = V 

und sind a und b Funktionen von a; a', b' von /?, so ist natürlich eben so 
wie man auch aus der Gleichung (b') in §. 77 ableiten kann, die hier gibt : 

V = F (b. b', a, ß) - F (b, a', a, ß) - F (a, b', et, ß) -4- F (a, a', o, jf) , 



wenn 



y8x /f(x, y,a,ß)Qy-F(x,j,a,ß). 



V. Wir fugen hier noch folgende Beispiele bei: (Vergl. „Anhang" 

1) Wie in §. 81, II sey in der dortigen Fig. 47 0 der Mittelpunkt einer Kugel, 
deren Halbmesser aber = OC sey; man soll nun OA = m, OB — n so bestimmen, 
dass das Stück Körper, das zwischen dem über OACB stehenden Parallelepiped und 
der Kugelfläche liegt, ein Maximum sey. 

Nach §. 83 ist der Inhalt ^f^**/**! y^&z,x J 4-y J -4-z 2 =^m J -hn ? ==r l , 
so dass also 

v —j^ 8 x J\x l — x l — y* 8 y ein Maximum , und m* + n* = r\ 
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Also ist nach §. 73 : 

8fT-;i(m'-+-n a - r 1 )] 8 [v — X (m* + n' — r*)] _ 



0 1± v -LL — o 

84» 8n 



zu setzen. Aber 



8 » f\f~ i ia r'-m» " 8^ /* B i/-i I i fl r'-n» « 

8o^ = yo Vr m '~ y Öy = -2— 2 ' 8-Wo V^ , -n»8x = - r - Y) 

so dass 

r' — m 1 * n , r* — n 1 it _ ... . 

— — 2Am = 0, — — --2in = 0, m» + n»=t l . . 

Daraus 

Da wenn n Funktion von m : 

tf 8 r _ 8'v 2 8'v 8n 
dm*~ Sm' 8m 8n 8m 
und hier 

8 * t _« 8»t 8* v_ Ii — 8n — m 8'n 

8m ,_ m 2 ' 8m 8n~ ' 8n*~ ° 2 ' 8n — 2 2 * 8m" d ' 8m'"~ n» ' 

so ist für m — n = r V\ • 

d*y _ 3m 
dm x ~ V8 ' 

also negativ, so dass y ein Maximum ist (§. 24). 

2) Wenn man zwei Räder konstruiren soll so , dass ihre Winkelgeschwindig- 
keiten in einem gegebenen, sonst aber beliebig veränderlichen oder konstanten 
Verhältnisse stehen, und es ist a die Entfernung der beiden, parallel angenommenen 
Drehaxen, also auch die Entfernung der zwei Punkte, in denen diese Axen die Ebene 
treffen, in der die beiden Räder liegen, so kommt die Aufgabe offenbar darauf hin- 
aus, in dieser gemeinschaftlichen Ebene zwei Kurven zu konstruiren, die, indem sie 
sich um die Axen (Punkte in der gemeinschaftlichen Ebene) drehen, sich auf einan- 
der abwickeln, wobei die Geschwindigkeit der Bewegung das gegebene Verhältniss 
hat. Nehmen wir für jede Kurve den Drehpunkt als Anfangspunkt von Polarkoor- 
dinaten, die Linie a als Polaraxe, so seyen r, a> die Polarkoordinaten für einen Punkt 
der ersten Kurve; r t , a> t für den entsprechenden Punkt der zweiten, wobei wir das 
Wort entsprechend so verstehen , dass in diesen zwei Punkten zu einer gewissen 
Zeit die Kurven sich berühren werden. Da die Kurven sich auf einander abwickeln 
sollen, so muss (§. 47, III): 

seyn. Da forner die Drehung möglich seyn soll, so muss r -+- r, = a seyn, und da 
endlich das Verhältniss der Winkelgeschwindigkeiten ein gegebenes ist , so ist a> t 
als Funktion von a> bekannt, d. h. oj, = f(o>). Die erste Gleichung gibt durch 
Differenzirung nach a> 

= (e^) fö) :r, = rt, (l^) 
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8 o» 

Da wir annehmen, es wachsen »und m t zu gleicher Zeit, d.h. es sey J^^O, 
so hat man also 

t=zr% Tm , r " hr * =a ' *t 
aus welchen drei Gleichungen r als Funktion ron o> , und r t als Funktion ron oj, 

8 CB 

darzustellen ist. Nun ist r t =a — r, ~~ = ? (»)• so dass also 

r = (a — r) f (») , worans r als Fonktion ron <o. 

Dann gibt, wenn man r = a — r, setzt und tu durch 0)4 mittelst o> t =f(o>) ersetzt, 
dieselbe Gleichung auch die Gleichung zwischen r t und oo t . Wir wollen etwa, an- 
nehmen, es sey <u t = ao> 4-0*inmo>, so ist f (o>) = a-hmßcosmco, so dass die 
Gleichung der ersten Kurve ist: 

o -+- m ß cot ra a> 

r = a — ; 

1 -r a -t- m CO,? m co • 

die der zweiten findet sich durch Elimination von 00 aus 

Die Konstanten et, ß, m kann man in verschiedener Weise bestimmen. Gesetzt etwa 
man Terlange, dass das eine Rad den vierten Theil seiner Bewegung in derselben Zeit zurück- 

ff 3 

lege wie das andere , so muss für » = — , ff, — n, 2« auch a> t dieselben Werthe haben. 

. . « ff , . m« , a . 3 3 . 3m« 

d. h. es muss y ~ a - y -+-/?«»—, ff = ait-h ßnnmit, — itt=a — it-hßnn — ^— , 

n 3 

2« = a2ff + l«m2mff seyn. Verlangt man dazu noch, dass für a> = — , ff, — «,2«auch 



r denselben Werth annimmt, wie für co = 0 , so muss seyn : 

m « 3 
a -hm ßcot a.-hmßeoe — mit 
« + mj> 2 _ a-hmficosrn n ' 2 

l-ha+mß~ m« _ 1 4- a -H in|?co*mff ~ 3 

l-f-o4-m,9co*— l-f-a-hm/Jöos— m« 

a-\-mßcot2mn 



l-t-a-f-m/feo*2mff" 



Diesen Bedingungen genügt m = 4, a = 1 , wahrend ß noch unbestimmt bleibt. — Die Grösse 

A (O. 8 CD. 

Or-~, d. h. -~ drückt in jedem Zeitmoment das Verhältniss der Winkelgeschwindigkeiten 

aus. Gesetzt nun, es sey vorgeschrieben, es sollen der grosste und der kleinste Werth des- 
selben (d. h. a + 4/?und o — 4/9) zu einander sich wie 1 zu y verhalten, so ist 1 — 4/9 = 
11 — v 

y(H-40), 0= — j - ^» 80 das» also für unsem Fall: 

1 + 1 , y ooj4<p - 

1 +y a 1 — y m4w 

r = a. _ ; r t = — , e» t = 0 -+- — i — — • 

2-f-f— ^o*4« 2-+-^—*co*4« 1+y 4 

1-f-y 1-f-y 

Die beiden Rader bewegen sich dann so, dass wenn das erste gleichförmig gedreht wird, das 
zweite bald etwas langsamer, bald etwas schneller sich dreht, als das erste. 
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Das Integral y^e-*» 8 x . 347 

# §.86. 

x" e-»*' 8 x , y ^ «-»•»» co» (b x) 8x, y ^ e-*'*'«»» (bx) 8 x . 
I. Es sey das Integral sr x% 3 x zur Bestimmung vorgelegt. Setzt 

/ab /* so 
^ e - y f 3 y = k und y ^ e _x '3x X 

e - y" 3 y = k *. Aber es ist 
8x J ^ e-(**+y , )8y=y o 8xy^e-x'e-y , 8y= J^-* 9 $xX J ^ e-r»8y, 

1 

y 0 8x y o e - < *' +,,)8 y= k, • 



so dass also 



Nach §. 79, III ist 



so dass 



e -(x'+y')8y = -^-, aIsok=^ t 



*-*S* = \v«- (») 
0 * 




Man kann dasselbe Resultat auf einem hievon ganz verschiedenen Wege er- 
halten. Stelle nämlich MN (Fig. 52) eine Kurve vor, deren Gleichung z=e-*'ist, 
und man lasse diese Kurve sich um die Axe der z drehen, 
so wird sie eine krumme Oberfläche beschreiben, deren 
Gleichung ist z = e"~( x *+y*), und der Inhalt des von dieser 
Oberfläche und der Ebene der x y eingeschlossenen Körpers 
ist (§. 83): 

8x / e-(*M-y»)8y, 

— 00 J — 00 

da , wie man leicht sieht , die Gränzen nach x und y sind QO und + QO. Sey 
nun aber OP = z , PQ = r, so ist z = e - r , und wenn die Kurve sich um die Axe 
der z dreht , so beschreibt PQ einen Kreis vom Halbmesser r , dessen Fläche also 
= T 2 n ist. Denken wir uns nun in der Entfernung dz von PQ einen zweiten mit 
dem eben betrachteten parallelen Kreis, so wird, wenn dz unendlich klein ist, zwi- 
schen beiden ein Stück Körper liegen, dessen Inhalt = r 2 it dz, oder da r z = — l (z) t 
so wird der Inhalt = — nl(z) dz seyn. Der niederste Werth von z ist 0, der höchste 
= 1 (für x = 0) ; demnach ist der fragliche Körper , den wir zu berechnen haben, 
auch gleich (§.51): 



* y^[-i(z)8*]= -ä J*\(z)dt = -*[- 1J (8.27,1 und 8.28,1) = *, 
/ 8x / e-( 

J — oe J — ae 



so dass also 

•4- oe /» 4- so 

-<*H-y 9 >8x = *. 
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34g Das IntegTAl^x n e- , **co#bx8x. 



Aber 



8x/ o-(*M-J')8y=2 / 8x / e- UH-y') 8 y = 4 / 8 x / c- UH-y») 8y (§. 42, VII). 

II. Setzt man in (a) x = az, a>0, so ist ^ = a und die Gränzen 
von z sind ebenfalls 0 und oo , so dass (§. 42, IV) : 

y^e-* , 8x = a y^e-**"*8s f 

und also 

/ e -»«*'8x = ^. (b) 
J o 2a 

Setzt man hier Va für a, so ist /e-"'Bx = woraus nun, indem 
man n mal nach a differenzirt : 



1 3 6 2n — 1 t „ 



/ i„ 1 , 8°a-i . 1 . 1 3 6 2n- 

x ,n e— ,, 8x = — V«-— — =(— \) n -—V*. — "Tr'-ir "" — ö 
0 2 r 8a» v/ 2 f 222 2 

1.3.5. .(2n-l)V* 

2 » + Y & i»ti . a>0. (b? 

m. Will many? n+1 e-"'8x erhalten, soist,dayxe-' ,, Ox= -^e-"", 
nach §. 27 : 

y* x t» + i e -.». 8x== y x t» xe -.i. 8 x = -5^|^-|-|-"y*x ,n - | e-"*8x, 
und da für x = oo : x'-e"" = — = 0 (§. 22, V), so ist (§. 43, V): 

x *»+t e -»» , 8x = — / x «— »e-"'8x; 

0 »y 0 

eben so nun : 

y^ a x t n -i e -.,» 8x= ^iyj x t n -3 e . 1 . 8x y? e — , 8x = ~y^xe— "8x, 

/ 8 xe-»'8x=^. 
»/ 0 2a 

also 

/ l 8x 
y=== kommt unmittelbar auf das obige zurück. Man setze 



nämlich x = e— \ = — z\ P = — 2 z e"', so ist 

v Z 
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Das Integral^ e~** »■ cot b x 8 x. 

und da die Gränzen von z sind QO und 0, so ist 

IV. Will man weiter den Werth von J*p— co8(bx)dx ermitteln, so 
setze man denselben = u und hat nun (§.85, I): 

8 n /** 

— = — j e-****x«*n(bx)8x. 

Aber es ist (§. 27), da J*xe-*'*dx = - ^e-*'*': 

yxe-*'*»nn(bx)8x=-^^e-»'x , -l-^ J**-** co* Q>x)Bx, 
J^x e-»'«»«n (b x) 6 x = ^yje-»'x' (b x) 8 x = |j . 

d. h. es ist 

8 q_ bn J^8_n_ b 
8b — 2a*' q 8~b^ 2a*' 

Daraas folgt, dass 

nr> dh = -j2*+ C > d.h.i(o) = -- l+ C, 
worin C nicht von b abhängt. Also da J (u) = — ^ + C , so ist u = 
e 4»»" rv = e c e *•», d. h. da e° eine Konstante = C, es ist 

worin C nicht von b abhängt. Setzt man also hier b = 0, so ändert sich 
C nicht, und man hat : 

J\-** % %x = V, d. h. C'=y^, 

und endlich • 

J^e-**>co,Q>x)&x=¥^e~^\ a>0. (e) 

Dass man durch Differenzirung nach a oder b hieraus neue Formeln 
bilden kann, ist klar. 

VTfT» 

/•* /»e-(a»*»+bV)8y 
V. Das Dopelinte^ral / 6 x / ; .--^= — lässt sich leicht hiedurch auf 

©in einfaches zurückführen. Man hat nämlich nach §. 78, IV: 
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350 Da. Integral^ ^>8x. 



/o * 7o Vl + i'+y' /o /o Vl + x l H-(H-x»)y* " 

Vi+y» /o 2 7o VTT? V a»-+-b»y* 



so dass 

VITT« 

y**8x / > o- ( *' x ' +b,y,) 8y _ * Vn f l e-b'»'8 x 



+ b»x t ) 



(0 



§. 87. 

D.eIntegraley o — -,x. y o ^8x. 

I. Sey das Doppelintegral 

/** 8* /* 8y 

y 0 i-t-x»y 0 n-y* 

das offenbar = f 9 s ist, vorgelegt, so hat man nach §. 78, IV 

n 8x /*> 8y /*' x8x /** 8y /*» /*'_ x8x 
./»l+xVol+y /ol+xVol + xy y o y yo(H-xy)(l+x I ) 

Aber 

y x8x _ y / * 8x 1 ASi y / * 8x 

(1H- x y) (1+ x 1 ) " " H-yV 1 -+- x y 1+ y l J 1 + x» + 1-f- y*J \+ x l 



*(l+xy) J(l-Hx») y 
~ 14-y* - H 2(l+y') + iT? (y ~ >f 
x8x = /(l+y) *(2) y rt 

,(l-+-xy)(H-x l ) i + y »" , "2(H-y»)" 1 'H-y* 4 

Demnach 



y: 



Setzt man hier x = tgz, «o sind die Gränzen ron z : 0 und und man hat 



d. h. 



woraus 



d. h. 
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— - y , /** cot b x _ 

DulBfgr^ ^8x. 361 
/(H-^ a )8z = ~i(2). 

H. Nach §. 86, IV ist 
ay^e-^" , cot(2bx)8x = -|-V«e-(T)'. e- s 8 a^V*» *• «o* (2 b x) 8 x = 

Aber die erste Seite ist auch (§. 77, II) 

! /7 eM ( 2 b 1 )8 I /-,.-..«,..e.=±/-^^ 8l . 

während die zweite gibt 

y^e- s -(T)*8a= e»> /^'("tY 8a = e"y]*-<V ^^^^ ) , 8a. 
indem nach §. 44, I immer 

ist, wenn b > 0. Demnach ist die zweite Seite 

so dass 

y** eo*(2bx) Q * tfc r*eosbx a n ÄL ^ A /tv 

. -TTP- 8x= Y e "Vo irr* 8x= 2- e - b ' b >°- < b > 

Uebrigens gilt diess auch noch für b = 0. Durch Differenzirung nach 
b folgt hieraus: 

x«'nbx. « . , . 



Setzt man x = — , wo a >0, so sind die Gränzen von z wieder 0 und 
QO, und man hat: 

ajM 

b 

cot — % 0 

a 8z « . 

i+V - 

a* 



d. h. wenn man ab fiir b setzt: 

o aM^ 8x= 2a e *Vo aM^= T Ä " Ä> °' b >°' # (d) 



* Au 



/ 8a / -5-r- i i«o*aD8v= / Tf(T)8T / -7— j8l 
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352 Allgemeine Formel. 

Eine weitere Differenzirang nach b ist nicht mehr gestattet, da dieselbe geben würde : 

y* 00 x* eotbx Q a« 

und da 

y~ x'co,bx n r~ , f" eotbx tt /** äff 
— ; r-8x— / <jo*bx8x — a 1 / -r , 8x=/ eotbxbx z-e - '*, 

/* /* tin b x 
eotbx 8x = 0 seyn, was nicht zulässig ist. Denn I eotbx 8x = — ist 

zwar 0 für x = 0 , aber für x = Q© ist dieser Werth unbestimmbar. (Vergl. §. 149, II, 1.) 

Dagegen werden Differenzirungen nach a ganz unbedingt gestattet seyn. 
So wäre 

f* eotbx Q n l>i eotbx 0 n . h /^3 3b vj \ /v 

und durch Integration nach b : 

Das Integral 

co«(a#x)8x 

kommt auf Obiges zurück, wenn man tgx = z t also —V" ä~ = x » jr = TT - i 8etzt » 

COS X ÖZ 0 Z 1 ™t". z 

wo dann die Gränzen von z sind 0 und 00, so dass 

y7«.(.^) 8l =/7^ r >a.=f.- > .>o. w 

Eine allgemeine Formel zur Ermittlang bestimmter Integrale. 

IH. Die Resultate in II. setzen nns in Stand, eine ziemlich allgemeine 
Formel znr Ermittlung des Werthes bestimmter Integrale aufzustellen. Ge- 
setzt nämlich, es sey (a, b, c, . . . reell) 

F(x) = a-f-bxH-cx , -l-dr»-f- , 

wobei die Reihe endlich oder uuendlich seyn kann , wenn sie nur im letztern 
Falle konvergent ist [wo dann F (x) ihre Summe ist, vergl. §. 57], so ist 
wenn man x = r (costp + \sin<p) setzt: 

Tfricot 9 + i sin?)] = & + br eotp + ct* eot2g> + + i (b t sin? + ci* sin2g> + ), 

so dass wenn 

F[r(tfo«^ + i«n v )] = F 1 (r, g>) -+- i F, (r, g>) , (n) 

wo F t (r, g>), F, (r, y>) zwei reelle Funktionen von r und g> sind, man hat 

wenn a und ß positiv sind (damit t es sey). Diese Formel kommt später wieder ror 
(§. 149,11,2). 
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Beispiel. 363 

F t (r, f) = a 4- b r cot 9 4- -er* cos 2 9 4- . . . , F t (r,q>) = br tiny 4- cr'un2«> 4- . . . , 

natürlich a, b, c reell vorausgesetzt. Gemäss den Formeln (d) folgt 

hieraus : 

/•-j^L 8 , =br r^ e , + ... = |r bre -. +cr ..-.„ + ...-|. 

Nun ist aber a-+- bre- ß 4- cr J e-* n 4- ... = F(re _rt ), a = F(0), so 
dass demnach 

Setzt man in der letzten Formel (n') a = 0, and subtrahirt dann das 
Resultat von derselben, so erhält man noch: 

y- I ^ = . [F([) _ F(0)] ,y-_F^ / , = ^ [F(() _ rr6 _ a)] . ^ 

Es ist sehr leicht, hiernach Integrale zu ermitteln. So ist für F(x) = J(l4-x): 

F [r (cos <p -hiain <p)] = l[l 4-rco*<p 4- i r «n<f>], so dass wenn 1 4- reo« <p 4- irrinqj 

-k-f-hi — ra(co«n-(- i^i'nn), man hat m 2 = k J 4- h 1 = 1 4- 2 r <?o«gp -+- r 2 , cosn — 

k 14- reo* 9 . rsin* Bl , 

, «no = , folglich l-hTco8<fi-hir*inq> = me n \ 1(1 -hrcos q> 



m iw m 



4- i r **n <p) — l (m) 4- n i , und mithin 

y'* l (14- 2r <re# *>4- r») a ff f/1 , ^ „ 

0 ^T 9 T 8, = T l(l4-.re-«).«>0. 

wo r' < 1 seyn muss (damit l4-2r«w<}D4-r 2 nicht Null werde), was schon daraus 
folgt, dass sonst 1(1 4-x) nicht in eine unendliche Reihe entwickelt werden kann» 
von welcher Voraussetzung wir doch ausgiengen. 



Setzt man t = j, so muss Q~>\ seyn, und man hat 



r y 4- 2 ocoty 4 - 1~| 

y*" L P s J «. 1 Z" 0 W4-2p*<wo>4-l) 

— j-f-^ =*8*>=-*(lH- — e-«)= / - z 8y~ 

o;/ ,r 8?» /• 9e *(g*4-2gcojy -t-l)a , ff 

also 

y* ae /(p , 4-2pco«9)4-l) ö ff,., « x 1 \ « ^ 

§. 88. 

Die Integrale /* J(l 4-2a*wrx 4- a*)8x, *("»»> .8x. 

Ja Jo H-2aeo«x4-a I 

I. Wir wollen das Doppelintegral 

y l 9 Z" 71 (az 4- <ro<x) 8x _ ^ /*' (az 4- co*x) 8z l ;> a *> 0 
o io l4-2azco»x4-a I z* /o Ja 1 4-2aEco«x4-a , x ,, 
Diengor, Differential- n. IntcgTal-Kecfmung-. 2. Aufl. 23 

Digitized by Google 



gg^ Das IntegTaly /(l-h 2aeo«x -t- a*)8x. 

in ähnlicher Weise behandeln , wie in §. 87, I geschehen. Da 

so ist 

Nun ist aber 

yi + Sazcoix + a'z' 2az/V 1 + 2az co«x-r- aW 

J_ /] oi = x_ a'z'-l f 

2 a 7l + 2azc«x + aV 2az 2az J 1 



8x x 



H-2azco<x4-a*z l 2a z 



mithin 

d. h. endlich 



Da aber a< 1 und z< 1, so ist (1 + a J z') J — 4a'z' = (1— a'z'j', 

V(l + a"z'J J =4l^= l-.V, und eben so y^^f^I^ , 
so dass 

/az-t-eojx x a*z a — -1 f 1— az x"\ 

l+2as« 0 fz+a'i> 8 * ~ 2a^ + az(l - a'z*> ^ V F I+a^ * 27 
x 1 /- 1— az i\ 

y** a z -I- co* x « n n 

o I-h2azc<*x-r-a'z* X — 2äz _ 2az * 

/V /* + ft 
7 o V o 1 +2azc 0 *x + a ! z J ' 

(H-2aco*x + a , )8x = 0, l>a>0, (h) 
Ist a> 1, so setze man a = — , wo a< 1, und hat: 

y, =/i (, ä 1 ) =ßQ±^±^ „ = 

J*l(l-h2acotx + a*)bx — l(a t )J^Qx, 

d.h. day^J(H-2a<?MX-4-a 2 )3x = 0, Z(a 3 ) = — J(a'): 

y]"*(l-+-2a«wx-l-aOax = i*J(a»), a>l. (10 

Setzt man ?r — x für x, so ergibt sich leicht 

1(1 — 2aco*x-+-a*)8x = 0, f^K\— 2atfo*x4-a') 8x = Ä*(a»), (h") 
l>a>0. l<a<oo. 
Für a = 1 geben alle Formeln : 
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Das Integral / 1(1 -+- 2aco«x -I- a») 8 x . 355 

y i i(H-co»x)8x= — n\(2)=j % ^l(\ — co*x)8x, (i) 
d. h. da 1-h co«x = 2co* ? ~, 1 — co*x = 2«n 2 y , wenn man 2 x für x setzt : 



-TT TT 

^ J(co*x)8x = ^* l(sinx)dx = -~l(2). 



00 



II. Dasselbe Resultat lässt sich auch auf einem Wege finden, der von dem eben 
eingeschlagenen wesentlich verschieden ist. Setzt man nämlich für a 2 < 1 : 

/^(l+2a*><x + a J )8x = f(a) t («) 
so ergibt sich, wenn n — x statt x gesetzt wird, ebenfalls 

I 1(1 — 2aco*x4-a 2 )8x = f(a). («0 

Durch Addition der beiden Gleichungen (a) und (a') ergibt sich wegen 
(14-2a^x-f-a 2 )-f-^(l — 2aco Ä xH-a 2 ) =i[(l-ha 2 ) 1 — 4a*co* 3 x] = 1(1 -+- a* 
— 2a*co«2x): 

y^1(i-+-a*-2a»cM2x)8x = 2f(a), 

x 

und wenn statt x gesetzt wird : 

yjf(l 4- a« - 2 a 1 co« x) 8x = 4 f (a) , 

oder 

J*l (1 -+- a 4 - 2 a* coä x) 8 x -h + a* - 2a* cos x) 8 x = 4 f (a) . 
J**l (1 — I— a* — 2 a l cos x) 8 x -f- (1 -+■ a» + 2 a* cos x) 8 x = 4 f (a) , . 

und da 

j*\ ( 1 + a* — 2 a* cos x) 8 x = (1 + a« H- 2 a* cos x) 8 x : 

y^(l-+-a*-l-2a*cojrx)8x = 2f(a). (ß) 

Aber nach (a) ist 

y]*i (1 + a* -f- 2 a* co* x) 8 x = f <a») , 

so dass 

f(a) = |f(a I ), f(a*) = -|f(a«) 

woraus 

f(a) = ^f(a«°). (7) 

Da nun a < 1 , und die Gleichung (y) für alle n richtig ist, also auch für n= a©, 
so folgt daraus 

f(a) = 0r^f(a* n ), (0ra« B = O), 
d. h. da f (0) =y l (1) 8x = 0, und Gr ^ ebenfalls 0, es ist f (a) = 0, und mithin 
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(k) 



356 Das Integral J^l(,i n x)(l -+-2ac<wx4-a')-'8x. 

/^i(H-2aco«x-ha z )8x = 0, a ! <l. 
III. Es ist, immer unter der Voraussetzung 1 > az > 0; 

y 0 l+aareoii + a 1 !' 1— a*x 5 ' 

also 

y* Ä 8 Z* 1 az 8z f % zbz « n 

o Vo l + 2a IW ix + a» I '- a 7o I^F? = ""2a' (1 ~"* , >' a <l • 
mithin da (r) 

f* n (az-f-co,x)8z 
/o /o l + 2azco*x4-a*z»~ U ' 

so ist 

y*i/' *o«x 8« /n /-ff co , x8x „ 

o / o l-+-azco*x4-a , z* J 0 Jo H-2a«co«x-i-a , x*~2ä^ 1— ® 
Aber es ist, da sinx > 0 : 

/! 1; 1 C a z -f- cot x *\ 

l-+-2azco#x + a J z*-"x«»x arC V^- tinx >> + C ' 

y' 1 88 _L_i A a + fo f i\ 
• l+2azco#xH-a l z 1 ^a^ law V^ = ~Snx~J~ ar<?( ^ = Co ^ x ^' 
so dass aus (d) folgt : 

y*" cot x r z' a 4- coSvxN - 
o *i«x [aTC [* = -ri^^J - x)J 8x = |-/ <1 - a »). (k') 

Nach §. 27 erhält man [wenn man beachtet, dass arc(tg = cotyx) 

im x LarC V* \-^T~ )~ aYC & = '0t9*)]Qx = l («in x) X 

r ( \ a + cosx \ 

[„«(* = —^-) -«™ft^=«^,)J_ 

/ (a + <?o<x) /(rinx) 
l+2aco«xH-a l8x - 

Lässt^man^hier x von 0 bis rr gehen, so verlaufen die Grössen 

ütC V 9 = * t»T )' ar<? x ) stetig und zwar von ~ bis - i (§. 43), 

so dass 



»/ o l + 2aa*x + a* 

— - . i 

* Es ist (§. 32 f iv) ^ i + a 4- cojx 1 -f- a o«i 

* + «nx * Ton * = 0 bis x = ff positir 

ist, immer arc (tg^ ±±^±\ _„„,„„ , , /- a «m x \ 

^ 9 «fax J ™ x) - «r, (tg « ^) . so dass 
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Integrale , deren Werth sich sprangweise ändert. 357 

Aber 

a' + acojx 1 — ,a* 

lH-2a<?Mx-4-a* — 1 -4-2aeo#x + a 1 ' 

also 

o 1 4-2acMx + a l 2 J 0 * 2 J 0 1 4-2a«os x + a* ' 

mithin l x) 3 x = i («tVi x) 3 x = — 7r i (2) : 

/** j(nnx)8x _ a* \ >0 

o l+2aco*x + a ,_ l-a , 'V 2 > a <l' W 

Ist a > 1 , so erhält man wie oben : 

f« i(n»x)8-x it 
/o H-2aco#x-f-a* a l — 1 V 2a 5 A v ; 

Setzt man tt — x für x , so ergibt sich noch 

7* *Qrinx)8x tt — a* V /* f(««nx)8x _ ff z ^ a» — 1 \ 

o 1— 2acMx-+-a* - l-a J V 2 /./o l-2aw«+a , ~a'-l V 2a 8 / (m ' 
l>a>0 l<a<QO. 

§. 89. 

Integrale, deren Werth sich sprungweise ändert. 
I. Bereits in §. 85, III haben wir gesehen , dass das Integral 



statt des ersten Theils im obigen Integrale auch schreiben kann: l (sin x) 

man ein x = z, 



tff 1 - f- a eotxj 
ln-aeo*xy l-+-aco*x annx 



1 -H aeo<x 

/" a z "\ 

azf(z) orc l^ = i + afl> ) 

ro« x = » , . so ist diess auch • Für x = 0 ist z = 0 und o»=l : 

JH-aw az 

l + aa> 

für x = « aber z = 0, » = — 1; ferner (§. 23, II) für z = 0 : zi(z) = 0 und ans §. 57, VI 

zieht man leicht, dass — für z = 0 gleich 1 ist. Demnach ist an den 

1 + a« 

Gränzen x = 0 and x = * die Grösse l (sin x) [arc Qg = a "^^* X ^ ~ are (tg — cotg x)l 
Null, wie diess im Texte 
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358 Integrale, deren Werth sich sprungweise ändert. 

wenn b > 0 ; für b = 0 ist es offenbar = 0 , für b < 0 aber — y » da für 

b=-b': 

J o x J o x 2 

Nun ist *m(az)cö*(xz) = — *m(a-f-x)z4-y «n(a — x)z; demnach 

f*>M-.M ± r»«v(. + x), 8i + 1 /-*(«-,). 

yo z 2 / 0 z 2y 0 z 

Von diesen Integralen ist das erste = ~ y wenn a + x>0, d. h. x > 

— a; 0, wenn a+x=0 oder x = — a; — ~ t wenn a -b x < 0, d. h. x < — a; 
das zweite isty, wenn a— x>0, d. h. x<a; 0, wenu a — x = 0, x = a; 

— ~ , wenn a — x < 0 , d. h. x > a. Daraus folgt nun leicht : 

— , wenn — a<x<4-a» 

ti'naz eosiz ^ ^ J 0 , wcnnx<-a, a*>0 

o z I 0, wenn x]> -f- a , 



Ganz eben so ist 



— , wenn x = ± a. 



Y • wenn — QO < x < — a, 
« 

— , wenn x — — a , 
4 



y** sin xztoiax , 
8z = ( O, wenn— a<x< + a, 
o z 



— , wenn x = 4- a , 
4 

y . wenn QO>x> -ha- 



ll. Da ferner 



«inxi sinkt tinbz = -^-**n(x4- a — b)z -H «in (x 4- b — a) z — --nn(x + » + b) z — 

4 4 4 

-^-«'n(x — a — b)z, 

also 

y %ae < tnxzWnaz«t nbz 8z _ 1 / 1 *« m(x + a — b)x ^ [ 1 /*» «m (x + b - a) z 
1 /**«tn(x+a-H))z Q 1 / lao «n(x-a-b)z a 

— / ÖZ — — / 02 

4jo z 4 / o 2 

und da ferner von diesen Integralen das erste — ist für x>— (a— b), 0 für 

x = — (a — b), — y für x < — (a — b), u. s. w., so folgt daraus, dass 
wenn a > b > 0 : 
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f. 



Integrale, deren Werth aich sprungwewe Ändert. 359 
0, -QO< x <-(a-hb), 



z z *in a z n'nb z 

ÖZ : 

Z 



— , — (a-hb) <x<- (a— b), 



fx = -(a-b). ' 



+ 


8"' 




1t' 












8"' 



0, — (a — b)<x<a — b 



0, a+b<x<-+-QO. 



Daraus für a = b : 



r. 



0, wenn — ofo<x<— 2a, / 

i * 9ft l-h-f-, 0<x<2a, 

««xz™»az ft J— ä-.wwmx — 2», 1 4 

8z = ( < . ^ 

|-,wenn-2a<x<0, j 4 " 8 ' 

f 0, 2a<x<QO, 



0, wenn x — 0 , 

wie sich leicht auch daraas findet, dass 

li 1 
mit «Vaz = — *mxz — — «o(xH-2a)z — — «n(x — 2a)z . 

Wie man in dieser Weise weiter gehen kann, ist klar. Wir werden 
von diesen Formeln später mehrfach Gebrauch machen; für jetzt mag es an 
ihrer Ableitung genügen. 



1>ruck dar l. B. M etiler'schoii Buchdrnckorei in Stottert. 
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